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Resumen
La investigacio´n tiene como objetivo general identificar y caracterizar niveles
de comprensio´n del concepto de funcio´n en estudiantes de grado noveno y once de
los colegios pu´blicos del Municipio de La Virginia, a traves de sus concepciones
operacionales y estructurales. Para lograr este objetivo, se realizo´ una investigacio´n
cuantitativa, en la cual se utilizaron me´todos emp´ıricos, como el estudio documental,
cuestionarios, encuestas y estad´ısticos a trave´s de los cuales se siguio´ experimentalmente
el nivel de comprensio´n del concepto a una muestra representativa de estudiantes
de los cinco colegio del municipio, a partir de la teor´ıa de Anna Sfard(1991) y de la
implementacio´n de una prueba a un grupo de docentes de las diferentes instituciones
educativas.
Los datos recopilados por medio de estos instrumentos de ana´lisis, se
confrontaron con la teor´ıa de aprendizaje de conceptos matema´ticos de Anna Sfard
sobre concepciones operacionales y estructurales, con el fin de identificar y dar sentido
a los conocimientos relacionados con el tema de funcio´n que poseen los estudiantes
de grado noveno y once que hicieron parte del proceso investigativo. Permitiendo
evidenciar las causas que dificultan el aprendizaje de las funciones matema´ticas y
establecer el estado real del aprendizaje del concepto que tienen los estudiantes de
secundaria del Municipio de La Virginia.
Palabras clave: Funcio´n, desercio´n, concepcio´n operacional, concepcio´n
estructural, niveles de comprensio´n.
Abstract
The research has as general objective to identify and characterize
levels of comprehension of the concept of function in ninth grade and
eleventh students of public high schools of La Virginia Municipality,
through of their operational and structural conceptions. To achieve
this goal. It accomplished a quantitative research, in which it used
empirical methods, as documentary study, questionnaires, surveys
and statistics, through which it continues experimentally the level of
understanding of the concept of representative sample of students from
the five high schools of Municipality, from Anna Sfard theory (1991)
and implementation of a test to a teachers group of different educational
institutions.
The information compiled by these analytical instruments were
compared with Anna Sfard’s learning theory mathematical concepts
about operational and structural conceptions, with the purpose to
identify and give sense to knowledge related with the function theme
that ninth and eleventh grade students have that made part of research
process, allowing to demonstrate the causes that difficult the learning
of mathematical functions and to establish the true status of learning
of the concept that high school of La Virginia Municipality students have.
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Introduccio´n
La presente investigacio´n hace referencia a las caracter´ısticas de la comprensio´n
del concepto de funcio´n en estudiantes de grado noveno y once de los colegios pu´blicos
del municipio de La Virginia, desde la perspectiva de Anna Sfard sobre las distinciones
de las concepciones operacional y estructural, definidas como niveles de superacio´n
de logros. La primera, corresponde a actividades procedimentales realizadas por un
estudiante, mientras que la segunda se refiere a la capacidad que el alumno posee para
ver el concepto como un objeto al cual puede manipular para darle forma, teniendo en
cuenta leyes, teoremas, postulados, entre otros, definidos por la comunidad matema´tica.
La caracter´ıstica principal de este referentes teo´rico es la jerarqu´ıa, es decir, de un
nivel inferior se accede a otro inmediatamente superior, a partir del cumplimiento de una
serie de condiciones, sobre las cuales se podra´n definir para´metros de posicionamiento,
relacionados con el concepto de funcio´n desde las representaciones del mismo.
Dadas las dificultades que presentan la mayor´ıa de los estudiantes que ingresan
a la Educacio´n Superior a carreras como ingenier´ıa y tecnolog´ıa para comprender los
temas de las asignaturas de matema´ticas, como lo demuestran las estad´ısticas del centro
de registro y control acade´mico de la Universidad Tecnolo´gica de Pereira, quien desde
sus inicios a experimentado el bajo aprovechamiento de las matema´ticas en los primeros
semestres de las carreras que e´sta ofrece, as´ı lo demuestran los ı´ndices de reprobacio´n de
la asignatura Matema´tica I, la cual se orienta hacia la ensen˜anza del ca´lculo diferencial,
que tiene como objetivo principal el estudio de la derivada, es decir el ca´lculo de las
pendientes instanta´neas de f(x) en cada punto x, donde f(x) representa una funcio´n.
Siguiendo e´sta secuencia de ensen˜anza planteamos como problema de
investigacio´n ¿Cua´les son las caracter´ısticas de la comprensio´n del concepto de funcio´n
que tienen los estudiantes de los colegios pu´blicos de la Virginia?.
Teniendo en cuenta la importancia del tema al interior de la matema´tica.
Investigaciones como: Sierpinska 1992, Alvarez y Delgado 2001, hacen ver la necesidad
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de replantear los programas de la matema´tica que se ofrece en la universidad en los
primeros semestres, debido a la presencia de obsta´culos cognitivos, que dificultan el
aprendizaje del nuevo conocimiento, lo cual genera sentimientos de frustracio´n en los
estudiantes, covirtie´nndose e´sta en una de las causas de desercio´n estudiantil, que se
presenta en mayor o menor grado en todas las universidades del mundo, que afecta
y preocupa tanto al estado como a las instituciones educativas; quienes tienen como
propo´sito educar al mayor nu´mero de estudiantes que sea posible. Segu´n el estudio. ”La
desercio´n en las instituciones de educacio´n Superior en Colombia (2005)”, realizado
por la Universidad de los Andes, en los u´ltimos a nos en Colombia se ha venido
incrementando el nivel de desercio´n en universidades tanto pu´blicas como privadas.
Como una alternativa de solucio´n al problema de la falta de comprensio´n, del
concepto de funcio´n se propuso esta investigacio´n, desarrollada con el fundamento
teo´rico de Anna Sfard (1991). Dicha investigacio´n fue de tipo cuantitativa, descriptiva
de ana´lisis de casos, para lo cual se aplico´ un cuestionario a una muestra de estudiantes
tomada de los cinco colegios pu´blicos del municipio de La Virginia.
Las preguntas del cuestionario se estructuraron y clasificaron teniendo en
cuenta las diferentes representaciones de una funcio´n y el modelo de construccio´n
de concepciones operacionales y estructurales, propuesto por Anna Sfard (1991),
donde se mide el nivel de comprensio´n de un concepto matema´tico a partir de la
superacio´n de logros, determinados inicialmente por la capacidad del estudiante para
desarrollar algoritmos sin profundizar en la teor´ıa, mientras que el segundo nivel define
el conocimiento o desconocimiento del tema en la medida en que se tienen herramientas
que permiten ver el concepto como un objeto que se puede manipular.
Con el propo´sito de enriquecer las ideas y teor´ıas fueron entrevistados algunos
docentes de los colegios del Municipio, con el objetivo de conocer la metodolog´ıa de
ensen˜anza utilizada para orientar el concepto de funcio´n.
Durante la realizacio´n del trabajo de campo y la aplicacio´n del cuestionario,
uno de los obsta´culos fue el temor de ser evaluado. Obsta´culo presentado tanto por
estudiantes, profesores como administrativos de los diferentes planteles educativos del
Municipio.
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Para el desarrollo de la investigacio´n, se conto´ con el aval de la Maestr´ıa en
Ensen˜anza de la Matema´tica de La Universidad Tecnolo´gica de Pereira (Ape´ndice F),
se propuso como objetivo general: identifcar y caracterizar niveles de comprensio´n del
concepto de funcio´n, que tienen los estudiantes de grado noveno y once de los colegios
pu´blicos del municipio la Virginia.
Para orientar el desarrollo de la investigacio´n se tuvieron en cuenta los siguiente
objetivos espec´ıficos:
• Caracterizar las diferentes representaciones que poseen los estudiantes de noveno y
once de los colegios pu´blicos de la Virginia sobre el concepto de funcio´n.
• Establecer si existen estudiantes en los grados noveno y once de los colegios pu´blicos
de la Virginia que comprenden el concepto de funcio´n so´lo de forma operacional sin
alcanzar la concepcio´n estructural.
• Identificar la contextualizacio´n del concepto de funcio´n en diferentes situaciones.
• Analizar la propuesta metodolo´gica de algunos textos escolares de ba´sica y secundaria
sobre la orientacio´n del concepto de funcio´n en grado noveno y once.
Para lograr el objetivo propuesto en la investigacio´n se plantean las siguientes
tareas de investigacio´n:
1. Presentacio´n y discusio´n de algunas teor´ıas relacionadas con la comprensio´n del
concepto de funcio´n.
2. Ana´lisis de la metodolog´ıa utilizada en algunos textos de secundaria para orientar
la ensen˜anza del concepto de funcio´n.
3. Ana´lisis de la teor´ıa de Anna Sfard para identificar el nivel de comprensio´n que
poseen los estudiantes sobre el concepto de funcio´n, segu´n la concepcio´n proceso
- objeto propuesta por Sfard.
4. Elaborar una propuesta para ensen˜ar el concepto de funcio´n en secundaria desde
la teor´ıa de Anna Sfard (1991).
Para realizar las tareas anteriores y llevar a te´rmino la investigacio´n se tuvo en
cuenta la siguiente metodolog´ıa:
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• La entrevista: se uso´ con el fin de conocer la metodolog´ıa utilizada por los docentes
del municipio de La Virginia para orientar el concepto de funcio´n en los grados noveno
y once.
• El cuestionario: para caracter´ızar niveles de comprensio´n del concepto de funcio´n.
• Ana´lisis de resultados: para establecer conclusiones relacionadas con la metodolog´ıa
utilizada por los docentes y determinar la comprensio´n del concepto de funcio´n que
tienen los estudiantes de noveno y once del municipio de La Virginia.
• Disen˜o de una propuesta: para orientar la ensen˜anza del concepto de funcio´n desde
una perspectiva constructivista tomando como base la teor´ıa de Anna Sfard (1991)
La tesis, consta de tres cap´ıtulos distribuidos de la siguiente manera:
En el cap´ıtulo 1, Desarrollo del concepto de funcio´n se presenta una breve
evolucio´n del concepto de funcio´n a trave´s de la historia, hasta el reconocimiento de las
diferentes representaciones que se trabajan en el siglo XXI y su implementacio´n en el
curr´ıculo colombiano.
El cap´ıtulo 2, fundamentos teo´ricos y metodolo´gicos, muestra algunas
de las dificultades presentes en el aprendizaje del concepto de funcio´n y se analiza
la metodolog´ıa utilizada en algunos textos para orientar la ensen˜anza del tema en
secundaria. Se exponen algunas de las teor´ıas que explican el proceso de comprensio´n
de conceptos matema´ticos y se tienen en cuenta dos de ellas como referencia con el fin
de buscar un modelo que permita conocer la comprensio´n que tiene los estudiantes del
concepto de funcio´n.
En el cap´ıtulo 3, Caracterizacio´n de niveles de comprensio´n del
concepto de funcio´n desde la teor´ıa de Anna Sfard (1991), se identifican
las representaciones de una funcio´n en las que presentan mayor desconocimiento los
estudiantes y se propone un ejemplo de ensen˜anza del concepto tomando como referencia
la teor´ıa constructivista de las concepciones operacionales y estructurales de Anna Sfard
(1991).
Cap´ıtulo 1
Desarrollo del concepto de funcio´n
En este cap´ıtulo se presenta una breve resen˜a histo´rica sobre el concepto de
funcio´n, como resultado de un estudio de la evolucio´n del mismo en la antigu¨edad,
hasta el reconocimiento de las diferentes representaciones que se trabajan en siglo XXI.
Adema´s, su implementacio´n en el curr´ıculo educativo colombiano, como herramienta
fundamental de la matema´tica en la ba´sica secundaria.
1.1. El concepto de funcio´n a trave´s de la historia
Los primeros registros del concepto de funcio´n se evidencian desde la antiguedad,
tal y como se presento´ en Mesa y Villa (2007,p.3), con las tablas de los astrono´mos
babilonios, quienes ya pretendian dar explicacio´n a algunos feno´menos naturales
haciendo uso de me´todos cuantitativos, con el propo´sito de predecir feno´menos que se
repet´ıan perio´dicamente, como los movimientos lunares y planetarios, la trigonometr´ıa
de la e´poca alejandrina y el estudio de las co´nicas realializado por los griegos, entre
otros.
1.1.1 El concepto de funcio´n en la antigu¨edad
En este periodo se consolidaron las culturas Mesopota´mica, Babilo´nica, la Grecia
antigua, la baja Edad Media de los Hindu´es, Egipcios y A´rabes, incluyendo la Edad
Media hasta la creacio´n de las primeras universidades del siglo X - Oxford.
Tomando como base el ana´lisis y posterior organizacio´n de la evolucio´n del
concepto de funcio´n realizado por Ruiz Higueras (1998), se presenta una breve
descripcio´n de las caracter´ısticas de la nocio´n en diferentes periodos del desarrollo
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histo´rico:
Los babilonios desarrollaron una idea intuitiva del concepto de funcio´n,
relacionando cantidades variables, que representaban situaciones o hechos observables
de la naturaleza, so´lo haciendo uso de tablas para registrar su comportamiento, sin
necesidad de definir ecuaciones que pudieran fundamentar sus afirmaciones, ya que en
su pra´ctica resultaba suficiente contar con la tabulacio´n para establecer regularidades
entre los diferentes feno´menos, para luego aritmetizar y poder generalizar las relaciones
de causa y efecto entre variables. Es decir, el uso del algebra reto´rica, o del lenguaje de
las palabras.
Por otro lado, los griegos desarrollaron un razonamiento puramente geome´trico,
prueba de ellos son por ejemplo los elementos de Euclides (en el manejo de razones y
proporciones), el trabajo de Arqu´ımedes en la curva que lleva su nombre “ La espiral de
Arqu´ımedes”, el tratamiento de las co´nicas de Apolonio, que servir´ıa como herramienta
para el desarrollo de la Geometr´ıa anal´ıtica.
En este periodo la presencia del concepto tanto desde la aritme´tica, el a´lgebra
o la geometr´ıa se hace de manera reto´rica, es decir au´n no existe un medio formal que
permita establecer la relacio´n entre las diferentes variables.
1.1.2 Primer acercamiento a la construccio´n del concepto de funcio´n
En el siglo XIV, Nicole de Oresme representa gra´ficamente feno´menos
observables y se interesa por el estudio del a´rea bajo la curva ma´s que por el desarrollo
anal´ıtico, con las palabras “latitudo formarum” introduce la idea de funcio´n.
A partir de la creacio´n de la geometr´ıa anal´ıtica, de Rene´ Descartes (1592−1650)
y Fermat (1601 − 1665) se introduce por primera vez la idea de que una ecuacio´n en
x e y, es un medio para expresar la dependencia entre dos cantidades variables. Con
el apoyo en el desarrollo del a´lgebra, la introduccio´n de signos para las operaciones,
la utilizacio´n de letras para representar cantidades desconocidas y constantes, junto
con los progresos alcanzados en la extensio´n del concepto de nu´mero (aparicio´n de los
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imaginarios) la dependencia entre variables comienza a ser reconocida como una relacio´n
que se expresa por medio de expresiones anal´ıticas. Al advertir que una ecuacio´n entre x
e y expresa dependencia entre ambas. Descartes y Fermat introducen el me´todo anal´ıtico
para la representacio´n de las funciones en ecuaciones algebraicas, asociadas a las curvas
geome´tricas.
Segu´n Maria Isabel Barba, Maria Anto´nia Binimelis y Cristina Varon (2011), el
concepto de funcio´n es utilizado como una herramienta que permite establecer relacio´n
entre variables, desde la asociacio´n de una curva con su correspondiente ecuacio´n
algebra´ica, para dar explicacio´n a un cierto feno´meno, cambiando por completo la
mentalidad que hasta el momento se ten´ıa, gracias a los aportes de Rene Descartes
el algebra y la geometr´ıa se empiezan a relacionar para formar una nueva disciplina
llamada geometr´ıa anal´ıtica.
Posteriormente, en este mismo periodo se dan a conocer expresiones expl´ıcitas del
concepto, gracias a los trabajos sobre el estudio del movimiento, realizados por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 − 1716) e Isaac Newton (1643 − 1727) quienes introducen por
primera vez los te´rminos: variable, constante, funcio´n y abscisa, el te´rmino funcio´n
asociado a lo geome´trico sin indicar cantidades arbitrarias dependientes de alguna
variable por lo cual Bernoulli formula la siguiente definicio´n: llamamos funcio´n a las
diversas cantidades dadas de alguna forma por una (cantidad) indeterminada x, y por
constantes ya sea algebraicamente o trascendentemente; e´sta se convierte en la primera
definicio´n de funcio´n como expresio´n anal´ıtica. Bernoulli tambie´n propone las notaciones
y y f(x) para distinguir la caracter´ıstica de una funcio´n y para escribir su argumento.
1.1.3 Formalizacio´n del concepto
Jean Paul collette en su libro Histo´tia de las Matema´ticas presenta una
exposicio´n sobre Euler (1707−1783) que busca precisar la nocio´n de funcio´n comenzando
a definir te´rminos iniciales como son constante y cantidad variable y sostiene que la
funcio´n de una cantidad variable es una expresio´n anal´ıtica compuesta de cualquier
manera a partir de esa cantidad variable y de nu´meros o cantidades constantes. Mas
tarde Euler se enfrenta al problema de que a toda funcio´n le corresponde una curva y a
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toda l´ınea curva tambie´n deber´ıa corresponderle una funcio´n, por lo cual Euler admite
como funciones las llamadas curvas meca´nicas. Al ampliar el concepto de funcio´n divide
las funciones en dos clases: las continuas y las discontinuas. El significado de estos dos
te´rminos era distinto al significado actual. Para Euler, una funcio´n continua es aquella
que esta´ representada por una sola ecuacio´n.
El s´ımbolo “f(x)” fue usado por primera vez por Leonhard Euler en 1734, y
fue Johann Dirichlet en 1837 el primero en utilizar la funcio´n nume´rica como hoy la
conocemos, James Sylvester fue el primero en hablar de funcio´n lineal.
Mediante la“Teor´ıa Anal´ıtica del Calor”, Fourier Demostro´ que se puede obtener
una funcio´n discontinua a partir de la suma de funciones continuas.
Dirichlet tomo´ el trabajo de Fourier y lo fundamento´ de manera rigurosa,
sentando bases firmes para el ana´lisis moderno.
En lo referente al estudio de continuidad, Dirichlet afirma que “no es necesario
que y este´ sujeta a la misma regla con respecto a x en la totalidad del intervalo”. Hacia
el siglo XIX Lobatchevsky formula la siguiente definicio´n: El concepto general exige
que se denomine funcio´n de x a un nu´mero que esta´ dado para toda x y que cambie
gradualmente junto con x. El valor de la funcio´n se puede dar ya sea mediante una
expresio´n anal´ıtica, o a trave´s de una condicio´n que ofrezca un medio para probar todos
los nu´meros y seleccionar uno de ellos; o finalmente, la dependencia puede existir, pero
permanecer desconocida.
Las teor´ıas presentadas en cada e´poca por los diferentes investigadores sobre el
concepto de funcio´n dieron paso a un proceso de cambio significativo en el campo de la
matema´tica, dado que marcaron el inicio de la formalizacio´n siste´mica de las diferentes
concepciones que se trabajan en el a´rea, cuya base se centra en la necesidad de contar
con herramientas de ana´lisis e interpretacio´n de feno´menos presentes en la naturaleza,
que permitieran el desarrollo de nuevas y mejores alternativas de solucio´n a problemas
en el entorno del ser humano, desde la antiguedad hasta nuestros d´ıas.
Teniendo en cuenta el impacto del concepto a trave´s de la historia, su
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trascendencia y aplicabilidad en otras a´reas, Eisenberg (1992) sen˜ala que la funcio´n
es un concepto crucial en la comprensio´n de la matema´tica y que desarrollar en los
estudiantes una sensibilidad para las funciones debe ser uno de los objetivos primordiales
del curr´ıculo, de e´sta manera las instituciones educativas de ba´sica secundaria y de
nivel superior lo presentan en sus planes de a´rea donde reconocen la importancia del
concepto como elemento fundamental en la solucio´n de situaciones problema, los cuales
se presentan con mayor grado de compejidad dependiendo del nivel de escolaridad,
exigiendo un mejor conocimiento del concepto de funcio´n por parte del estudiante para
describir, analizar e interpretar ejercicios relacionados con cambio o variacio´n.
1.1.4 Variacio´n y curr´ıculo
Los planes de estudio del a´rea de matema´ticas elaborados por las instituciones
educativas de ba´sica secundaria, se rigen por los Lineamientos Curriculares de 1998 y por
los esta´ndares de calidad del 2003 propuestos por el Ministerio de Educacio´n Nacional,
los cuales determinan un esquema basado en cinco pensamientos: nume´rico, aleatorio,
metr´ıco, espacial y variacional, a partir de los cuales se establecen los conocimientos
ba´sicos que debe tener un estudiante, donde el u´ltimo de ellos es considerado como
un logro para la educacio´n ba´sica, ya que corresponde a un conjunto de conceptos y
teor´ıas interestructuradas que permiten analizar, organizar y modelar matema´ticamente
situaciones y problemas tanto de la actividad pra´ctica, de las ciencias o de la misma
matema´tica.
Eisenberg (1992) sen˜ala que: “Desarrollar en los estudiantes una sensibilidad
hacia las funciones deber´ıa ser un objetivo principal del curr´ıculo de la escuela media
y universitaria”. Por tanto, los procesos variacionales juegan un papel importante en
la elaboracio´n de las propuestas institucionales, que sirven de gu´ıa u orientacio´n para
sus docentes, quienes deben dirigir la mirada a todos aquellos nu´cleos conceptuales
relacionados con el tema como:
• Continuo nume´rico, reales, en su interior los procesos infinitos, su tendencia,
aproximaciones sucesivas, divisibilidad.
• La funcio´n como dependencia y modelos de funcio´n.
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• El a´lgebra en su sentido simbo´lico, liberada de su significacio´n geome´trica,
particularmente la nocio´n y significado de la variable es determinante en este campo.
• Modelos matema´ticos de tipos de variacio´n: aditiva, multiplicativa, variacio´n para
medir el cambio absoluto y para medir el cambio relativo.
Se hace presente la necesidad de contar con herramientas que permitan la




En este cap´ıtulo se estudian algunas teor´ıas basadas en el estudio de obta´culos
presentes en el aprendizaje del concepto de funcio´n, adema´s se realiza una revisio´n de los
textos escolares sugeridos por algunos docentes de secundaria con el fin de establecer
el me´todo propuesto por cada uno de ellos para orientar la ensen˜anza de funciones
matema´ticas, tambie´n se presentan algunas teor´ıas que buscan definir la comprensio´n
de conceptos matema´ticos por niveles a partir de la superacio´n de logros alcanzados
por el estudiante para contar con una visio´n general que permita entender el proceso
de aprendizaje de teor´ıas matema´ticas, y se presenta un modelo recursivo que describe
la comprensio´n de conceptos a partir de iteraciones y se compara con el modelo de
Anna Sfard con el fin de proponer e´ste u´ltimo como alternativa de ana´lisis de procesos
relacionados con el estudio del concepto de funcio´n.
2.1. Obsta´culos epistemolo´gicos presentes en el
aprendizaje del concepto de funcio´n
Constantemente en la ensen˜anza de nuevos conceptos matema´ticos, los docentes
se enfrentan a comentarios poco satisfactorios de parte de los estudiantes, es comu´n
escuchar frases negativas alrededor de la nueva informacio´n, ya que en la mayor´ıa de los
casos los educandos, no establecen conexiones que permitan relacionar los conocimientos
adquiridos previamente con los nuevos y tratan de distorcionar la orientacio´n de la
clase buscando excusas para justificar las falecencias que presentan, estas situaciones
dificultan los procesos desarrollados al interior de las aulas de clase y exigen estrategias
metodolo´gicas que permiten presentar el tema propuesto con claridad, incentivando
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la motivacio´n y dejando la inquietud en el estudiante de avanzar en la adquisicio´n
de conceptos ma´s complejos. Segu´n Brousseau (1986), estas dificultades se deben a la
presencia de obsta´culos que define como concepciones que han sido en principio eficientes
para resolver algu´n tipo de problema pero que fallan cuando se aplican a otro. Debido a
su e´xito previo se resisten a ser modificados o a ser rechazados, vienen a ser una barrera
para un aprendizaje posterior y los define como:
• Un obsta´culo es un conocimiento, no una falta de conocimiento.
• El alumno utiliza este conocimiento para producir respuestas adaptadas en un cierto
contexto que encuentra con frecuencia.
• Cuando se usa este conocimiento fuera de este contexto genera respuestas incorrectas.
Una respuesta universal exigir´ıa un punto de vista diferente.
• El alumno resiste a las contradicciones que el obsta´culo le produce y al establecimiento
de un conocimiento mejor. Es indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en
el nuevo saber.
• Despue´s de haber notado su inexactitud, continu´a manifesta´ndolo, de forma
espora´dica.
Para Sierpinska “[...] La profundidad de la comprensio´n podr´ıa ser medida por
el nu´mero y la calidad de los actos de comprensio´n que uno ha experimentado o por
el nu´mero de obsta´culos epistemolo´gicos que ha superado” (Sierpinska, 1990; p. 35). Es
decir la capacidad del estudiante para establecer relaciones entre los diferentes objetos,
la cual segu´n la autora dependen del sujeto de comprensio´n, el objeto de comprensio´n,
la base de comprensio´n y de las operaciones mentales ba´sicas de comprensio´n, aspectos
que determinan los procesos activos de comprensio´n.
Sierpinska, 1992 identifica cinco obsta´culos epistemolo´gicos relacionados con el
concepto de funcio´n:
• Los objetos variables son aceptados en ciencias naturales o en aplicaciones, pero no
es la matema´tica pura.
• Las magnitudes son entidades cualitativamente diferentes de los nu´meros; la
proporcionalidad es diferente de la igualdad.
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• Fuerte creencia en el poder de las operaciones formales con las expresiones algebraicas.
• Lo ma´s importante de la matema´tica es proveerse de un ca´lculo poderoso que permita
a los cient´ıficos resolver sus problemas.
• Los objetos geome´tricos son tomados impl´ıcitamente como un todo que contiene en
e´l mismo sus longitudes, su a´rea o su volumen.
Adema´s de localizar estos obsta´culos, Sierpinska caracteriza las concepciones de
funcio´n que poseen los estudiantes en:
• Concepcio´n primitiva. Cuando una funcio´n es un desplazamiento de puntos sobre el
plano o sobre una l´ınea.
• Concepcio´n de razo´n o proporcio´n. Cuando en el desplazamiento de puntos sobre el
plano, la nueva posicio´n se puede describir en relacio´n con la posicio´n inicial por una
razo´n de distancias desde un punto fijo.
• Tabla nume´rica. Cuando una funcio´n viene dada por su tabla de valores.
• Visio´n anal´ıtica de la curva. Cuando la funcio´n es un ente abstracto en unos ejes de
coordenadas.
• Expresiones algebraicas. Cuando una funcio´n se identifica por su ecuacio´n.
• Relacio´n funcional. Cuando existe un tipo especial de relaciones que llamamos
funciones.
Para Ruiz (1998), la nocio´n de funcio´n que posee el estudiante depende de las
concepciones histo´ricas, del enfoque en los programas oficiales y de la orientacio´n que
da el docente desde el aula de clase sobre el mismo. Adema´s, hace una clasificacio´n de
los obta´culos epistemolo´gicos de la siguiente manera:
• Obsta´culos a nivel de creencia y convicciones (obsta´culo de la concepcio´n esta´tica,
obsta´culo de la disociacio´n existente entre magnitudes y nu´meros).
• Obsta´culos a nivel de esquemas de pensamiento (obsta´culo de la razo´n o proporcio´n,
obsta´culo de la homogeneidad de las variables, obsta´culo de la concepcio´n geome´trica
de las variables).
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• Obsta´culos a nivel de conocimiento teo´rico (obsta´culo de la concepcio´n algebraica,
obsta´culo de la concepcio´n meca´nica de curva).
Ruiz (1998), cita a Dreyfus y Eisenberg (1982) quienes consideran que se pueden
presentar una gran viariedad de obsta´culos en el aprendizaje del concepto de funcio´n
que causados por:
• Su relacio´n con otros conceptos matema´tios como: dominio, imagen, crecimiento,
decrecimiento y extremos; todo ellos necesarios para determinar el concepto de
funcio´n.
• La relacio´n que posee el concepto de funcio´n con otros campos de la matema´tica
como la geometr´ıa y el a´lgebra.
• La existencia de una amplia gama de lenguajes de representacio´n del concepto de
funcio´n: descripcio´n verbal, tabla de valores, gra´ficas, expresiones y diagramas.
2.2. Estudio y ana´lisis del concepto de funcio´n en
algunos textos escolares
En los colegios de La Virginia Liceo Gabriela Mistral, Bernardo Arias Trujillo,
Alfonzo Lo´pez, La Presentacio´n y La Institucio´n Virginia, los docentes de secundaria
manifiestan utilizar textos escolares sugeridos por alguna editorial, como: Santillana,
Voluntad, Norma, Prentice Hall, Educar, Libros y Libros S.A, entre otros y trabajan
guiados por las orientaciones que estos ofrecen, considera´ndolos una buena herramienta
de trabajo, en estos el concepto de funcio´n se propone con el objetivo de estudiar y
representar gra´ficamente funciones reales y es utilizado en el desarrollo de otros temas
de manera aislada. Es decir, no se establecen relaciones entre los diferentes conceptos
sino que cada tema se presenta de forma independiente, sin establecer conexiones
secuenciales, esto ocurre desde la ensen˜anza del mismo concepto, ya que las diferentes
representaciones que tiene una funcio´n son estudiadas como temas totalmente diferentes,
o como pequen˜os fragmentos reduciedo su importancia dentro de la matema´tica.
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En el proceso de ensen˜anza de conceptos matema´ticos el docente estructura un
plan de accio´n a desarrollar para abordar las diferentes tema´ticas propuestas para lo cual
toma como referencia lo que dicho objeto representa para la comunidad matema´tica,
es decir se apoya en textos que considera cumplen con las exigencias del curriculo
para crear un modelo propio que adapta de acuerdo con sus conocimientos personales
para construir un conjunto de pra´cticas que segu´n Godino y Batanero (1994, p. 334):
Llamamos pra´ctica a toda actuacio´n o manifestacio´n (lingu¨´ıstica o no) realizada por
alguien para resolver problemas matema´ticos, comunicar a otros la solucio´n, validar la
solucio´n y generalizarla a otros contextos y problemas.
A continuacio´n se presenta la forma de orientar la ensen˜anza del concepto de
funcio´n en algunos de los textos sugeridos por los docentes a los que se les aplico´ la
prueba:
En el libro Estrategias matema´ticas de Educar Editores para grado
noveno el concepto de funcio´n se presenta de la siguiente forma:
“Una funcio´n es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento de
un conjunto dado, llamado dominio, un u´nico elemento en otro conjunto, denominado
codominio”.
Ejemplo. Sean A = {1, 2, 3} y B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Consideremos cierta funcio´n
que asigna a cada elemento del conjunto A, el doble. Esta funcio´n le hace corresponder
cada nu´mero un cierto valor:
1 −→ 2× 1 = 2
2 −→ 2× 2 = 4
3 −→ 3× 2 = 6
La funcio´n se suele denotar con la letra f . Los elementos sobre los que se aplica
la funcio´n se suele denotar con la variable x. Y los valores que se obtienen al aplicar la
funcio´n f sobre x se suele denotar f(x) o y, y son llamados ima´genes.
Significa: f(x) = y al aplicar la funcio´n f sobre un elemento x del dominio se
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obtiene el valor y del codominio.
Ejemplo.
f(1) = 1 −→ 2 es la imagen de 1
f(3) = 6 −→ 6 es la imagen de 3
f(2) = 4 −→ 4 es la imagen de 2
Toda funcio´n se puede describir mediante una expresio´n matema´tica.
Ejemplo. La funcio´n f que asigna a cada x su doble se puede representar con
la formula: f(x) = 2x.
Posteriormente se proponen una serie de ejercicios cuyo objetivo es expresar una
frase mediante una ecuacio´n matema´tica.
Ejemplo. Los organizadores de un viaje calculan que la cantidad de personas
que podr´ıan asitir esta´ entre 1 a 10 personas y hacen cuentas sobre el valor del transporte
en cada caso.
1. Si f es la funcio´n que determina el valor del transporte segu´n la cantidad de personas
que viajan, la regla de asignacio´n que describe a f es:
a) f asigna a cada x el valor $1200
b) f asigna a cada x el doble de $1200
c) f asigna a cada x la suma de x con $1200
d) f asigna a cada x el producto de x por $1200
2. Representa mediante una fo´rmula matema´tica la funcio´n f y encuentra el dominio.
En las siguientes secciones del texto se estudian los tipos de funciones y presentan la
funcio´n lineal, cuadra´tica y cu´bica.
Se presenta la definicio´n del concepto de funcio´n como relacio´n de forma
superficial, para luego abordar un ejemplo particular sobre el cual se establecen una
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variable y una serie de valores para reescribir la informacio´n inicial. Es decir, se muestra
la escritura de un tipo de funcio´n matema´tica, sin hacer notar la relacio´n que existe
entre el ejemplo inicial y la nueva ecuacio´n.
El modelo empleado es formal, el desarrollo de la teor´ıa se da a partir de una
serie de casos particulares basados en la solucio´n de algoritmos que como tal entregan
un resultado que no exige el ana´lisis detallado del proceso previamente realizado.
En el libro Aciertos matema´ticos para grado noveno de Educar
Editores no se define el concepto de funcio´n, sino que se empieza a trabajar con
funcio´n polinomial, dentro de una seccio´n que titulan Ecuaciones cuadra´ticas, a´reas de
pol´ıgonos y c´ırculos, asimetr´ıas, sesgo y curtosis, de la siguiente manera:
Una funcio´n f es polinomial si esta´ definida por:
f(x) = anx
n + an−1xn−1 + an−2xn−2 + · · ·+ a1x+ a0,
donde a0 , a1 , . . . , an son nu´mero reales y n ∈ Z+. Si an 6= 0, el grado del polinomio es n
y se le llama funcio´n polinomial de grado n.
El dominio de la funcio´n polinomial es el conjunto de los nu´meros reales.
Si n = 0 (grado 0), la funcio´n es constante y es de la forma:
f(x) = a0 ,
con a0 distinto de cero.
Si n = 1 (grado 1), la funcio´n es lineal y de la forma:
f(x) = a1x+ a0 ,
con a1 distinto de cero.
Si n = 2 (grado 2), la funcio´n es cuadra´tica y de la forma:
f(x) = a2x
2 + a1x+ a0 ,
con a2 distinto de cero.
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Si n = 3 (grado 3), la funcio´n es cu´bica y de la forma:
f(x) = a3x
3 + a2x
2 + a1x+ a0 ,
con a3 distinto de cero.
Luego se propone el siguiente ejemplo en donde se pide identificar la variable, el
grado de la ecuacio´n y los coeficientes de las ecuaciones:
f(x) = 7x+ 2
5
g(x) = −x3 + 4x2 + 5
v(t) = t5 + 4t2 − 3
K(m) = 12
Posteriormente, haciendo uso del mismo me´todo formal se estudian los ceros
de las funciones cuadra´tica y cu´bica, se introducen otros temas como: a´rea, longitud,
asimetr´ıa, curtosis y sesgo, en los cuales el concepto de funcio´n no se vuelve a mencionar.
En la siguiente seccio´n se definen la funcio´n exponencial y logar´ıtmica con las cuales se
proponen resolver una serie de ejercicios de tipo algoritmico. En ningu´n caso se propone
la modelacio´n de alguna situacio´n, de e´sta manera se da por terminado el concepto de
funcio´n.
En el libro Matema´ticas para grado noveno de Prentice Hall el concepto
se propone desde grado octavo, desde un ejemplo se establece una relacio´n entre dos
variables para concluir que a la relacio´n existente ente ellas se le denomina funcio´n.
Posteriormente aparece una definicio´n formal del tema Dados dos conjuntos X e Y,una
funcio´n f de X hacia Y es una relacio´n que asigna a cada x ∈ X uno y so´lo un y ∈ Y ,
luego se estudia la funcio´n lineal haciendo uso del mismo me´todo, se introducen nuevos
contenidos en los cuales no se mencionan las funciones tratadas anteriormente. En
grado noveno se estudia la funcio´n exponencial y logar´ıtmica y se proponen problemas
relacionadas con el tema.
La propuesta del libro no es secuencial, pues el proceso de ensen˜anza del concepto
de funcio´n es interrumpido en grado octavo para introduccir teor´ıas algebraicas, luego es
retomado en noveno, es problable que el estudiante halla olvidado las primeras nociones
que hab´ıa recibido al respecto en el transcurso del tiempo.
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La valoracio´n de los libros de texto es fundamental para el mejoramiento de la
calidad de la educacio´n, dado que en muchos casos son el u´nico medio de los docentes
que orientan las diferentes asignaturas en los niveles de media y secundaria debido a su
formacio´n matema´tica o a las caracter´ısticas sociales y economicas del medio.
Desde e´ste punto de vista la observacio´n de los textos matema´ticos sugeridos
por los docentes para la ensen˜anza del concepto de funcio´n permite establecer que:
• El formalismo se hace presente en el disen˜o y la orientacio´n del concepto de funcio´n,
a partir de la definicio´n se propone el desarrollo de ejercicios que evocan el tema
estudiado, trayendo a la memoria caracter´ısticas presentes en la propuesta de trabajo,
adema´s se evidencia la no contextualizacio´n a situaciones del entorno.
• Cuando se proponen ejemplos para tratar de aplicar un modelo constructivista, no
se le permite al estudiante llegar a la definicio´n del concepto por su propia cuenta.
• Los temas relacionados con el concepto de funcio´n no llevan un desarrollo secuencial,
cada uno es trabajado de forma independiente.
• No se establecen conexiones entre los diferentes temas cada uno es tratado de forma
aislada.
• Las situaciones problema presentan un ana´lisis deductivo y se presentan totalmente
descontextualizadas.
Una vez ana´lizadas las diferentes propuestas de trabajo sugeridas por algunos de los
textos escolares surge el siguiente interrogantes ¿que´ tan acertadas son las metodolog´ıas
empleadas para ensen˜ar el concepto de funcio´n utilizadas en los diferentes textos
escolares? con el fin de definir criterios que permitan establecer como se comprenden
los conceptos matema´ticas y as´ı proponer me´todos de ensen˜anza para el aprendizaje de
la matema´tica.
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2.3. El proceso de comprensio´n de conceptos
matema´ticos
Entender co´mo aprenden los estudiantes las diferentes teor´ıas matema´ticas es el
punto de partida para elaborar propuestas de ensen˜anza, basadas en me´todos disen˜ados
y reconocidos por expertos, cuyos aportes significativos han permitido avanzar hacia la
construccio´n de nuevas y mejores alternativas de ensen˜anza con el objetivo de que los
estudiantes comprendan los diferentes contenidos.
Definir la comprensio´n matema´tica implica el ana´lisis de una serie de modelos,
pues son diversas las perspectivas que giran en torno del tema, ya que ha inquietado a
muchos investigadores, como: Sierpinska (1990), Cornu (1991), Davis y Vinner (1986),
Kaput (1985), Sfard (1991, 1992,1994), Pirie y Kieren (1994), entre otros quienes han
tratado de dar explicacio´n al proceso, desde la observacio´n y el ana´lisis de la manera
como los estudiantes afrontan determinadas situaciones problema relacionadas con el
a´rea de matema´tica, brindando as´ı herramientas que permiten establecer el nivel de
comprensio´n en que se encuentran los estudiantes frente a un tema de intere´s (Meel,
2003).
Dentro de las teor´ıas que pretenden explicar el proceso de comprensio´n de
conceptos matema´ticos se encuentran entre otros: las que se centran en la superacio´n
de obsta´culos cognitivos y espistemo´logicos de Sierpinska. Otras se enfocan en las
representaciones mu´ltiples. La mayor´ıa de estos enfoques teo´ricos se relacionan con las
investigaciones de Pirie y Kieren y la perspectiva de Anna Sfard, desde las definiciones
constructivista:
El conocimiento no es recibido pasivamente por el sujeto cognitivo sino
activamente construido1
La funcio´n de la cognicio´n es adaptativa y sirve a la organizacio´n del mundo
1“knowledge is not passively received but actively built up by the cognizing subject”
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experiencial, no al descubrimiento de una realidad ontolo´gica.2
Por ejemplo: Para Sierpinska ”[...] La profundidad de la comprensio´n
podr´ıa ser medida por el nu´mero y la calidad de los actos de comprensio´n que
uno ha experimentado o por el nu´mero de obsta´culos epistemolo´gicos que ha
superado”(Sierpinska, 1990; p. 35).
Desde la teor´ıa APOE, (accio´n, proceso, objeto, esquema), la comprensio´n es un
proceso interminable de construccio´n de esquemas iterativos, mediante la abstraccio´n
reflexiva; un proceso cognitivo en el que el estudiante reconstruye y reorganiza las
acciones f´ısicas o mentales en un plano ma´s elevado de pensamiento y, por lo tanto, las
comprende (Ayers, Davis, Dubinsky y Lewin, 1998).
Para Carpenter y Lehrer (1999), la comprensio´n es un proceso en evolucio´n, que
emerge de cinco tipos de actividades mentales. ”Proponemos cinco formas de actividad
mental de las que emerge la comprensio´n matema´tica: (a) construccio´n de relaciones, (b)
extensio´n y aplicacio´n del conocimiento matema´tico, (c) reflexio´n sobre las experiencias,
(d) articulacio´n de lo que uno conoce y (e) construccio´n de conocimiento matema´tico
por uno mismo.”(Carpenter y Lehrer,1999; p. 20)
Teniendo en cuenta las teor´ıa antes mencionadas los procesos de comprensio´n
de conceptos matema´ticos pueden ser analizados desde dos enfoques; iterativos o
niveladores, el primero corresponde a una serie de ciclos que se repiten en forma circular
partiendo del conocimiento previo que tiene el estudiante y es posible pasar de un
nivel inferior a otro superior o viceversa dependiendo de las caracter´ısticas presentes
en el nuevo concepto, mientras que en el segundo se parte de forma secuencial desde
el conocimiento ba´sico que posee el alumno y se van adquiriendo nuevas competencias
cada vez ma´s complejas.
El estudio de modelos pedago´gicos que expliquen los diferentes procesos que
faciliten la comprensio´n de conceptos matema´ticos, favorece la ensen˜anza de los
diferentes temas relacionados con el a´rea, ya que son una herramienta para el docente
2“the function of cognition is adaptive and serves the organization of the experiential world, not the
discovery of ontological reality.” (Glasersfeld, 1989, p. 182) Taduccio´n mia.
18 Cap´ıtulo 2. Fundamentos teo´ricos y metodolo´gicos
de ana´lisis y clasificacio´n que le permiten conocer como aprenden sus estudiantes.
A continuacio´n se presentan dos teor´ıas que explican como comprende el ser
humano la matema´tica y que permiten realizar un ana´lisis secuencial evaluando
las caracter´ısticas presentes en cada etapa del aprendizaje de los diferentes temas
propuestos por la materia, como son la teor´ıa de Anna Sfard (1991) sobre concepciones
operacionales y estructurales y el modelo de recursivo de Pierie y Kieren (1994), modelos
metodolo´gicos muy gra´ficos y aplicados que permiten medir niveles de comprensio´n
dentro del aula de clase.
2.3.1 Modelo de Pirie y Kieren (1994)
Pirie y Kieren (1994), consideran la comprensio´n como un proceso dina´mico,
que evoluciona de forma no lineal, el cual analizan desde la teor´ıa de la “recursio´n
trascendente”, a partir de ocho niveles: conocimiento primitivo, creacio´n de la imagen,
obtencio´n de la imagen, observacio´n de las propiedades, formalizacio´n, observacio´n,
estructuracio´n e invencio´n.
Meel (2003) cita a Pirie y Kieren (1994) quienes definen la comprens´ıo´n de la
siguiente manera:
La comprensio´n matema´tica puede ser caracterizada como nivelada pero de forma
no lineal. Es un feno´meno recursivo y la recursio´n sucede cuando el pensamiento se
desplaza entre niveles de sofisticacio´n. En realidad, cada nivel de comprensio´n esta´
contenido en niveles sucesivos. Cualquier nivel particular depende de las formas y
procesos de adentro y adema´s, esta´ obligado por los de afuera. Tradcuccio´n Meel
(2003)
Pirie y kieren definen ocho niveles para describir el proceso de evolucio´n de la
comprensio´n de conceptos matema´ticos, conocimiento primitivo, creacio´n de la imagen,
comprensio´n de la imagen, observacio´n de la propiedad, estructuracio´n e invencio´n,
todos comparten un punto en comu´n y cada nuevo nivel contiene a los anteriores con
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la caracter´ıstica de que se puede avanzar o retroceder dependiendo de la necesidad que










































































Figura 2.1. Modelo de Pirie y Kieren
A partir de la figura anterior el proceso de comprensio´n segu´n estos autores puede
interpretarse como la capacidad de crear cadenas de conceptos, que no necesariamente
evolucionan en forma ascedente. Es decir, de un concepto de menor exigencia a
otro ma´s complejo, por el contrario estas iteraciones pueden oscilar entre conceptos,
Formalizacio´n, Observacio´n, es decir de uno ba´sico a uno ma´s elaborado o viceversa.
Este hecho puede presentarse en todos y cada uno de los niveles, permitiendo posicionar
la comprensio´n que el estudiante posee en un nivel determinado, a partir de lo que ellos
llaman el actuar y el expresar, ya que el primer aspecto determina las ideas previas que
se tienen del concepto; mientras que el segundo permite establecer el nivel de claridad
que se tiene del mismo (Pirie y Kieren 1994).
Segu´n Meel (2003) la esencia de la evolucio´n de la comprensio´n del estudiante en
modelo de Pirie y Kieren (1994), se centra en un proceso recursivo que como tal exige
un conocimiento mı´nimo, que permita crear una estructura cimentada en una serie de
teor´ıas reconocidas y validadas al cual los autores llaman accio´n efectiva, y que depende
de todas las ideas previas que se tienen del concepto, ya que son el nu´cleo de cada uno
de los niveles, los cuales a su vez dependen tanto de los internos como de los externos
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(Meel 2003) y que se pueden definir de la siguiente manera tomando como referencia a
Meel (1993):
Nivel 1. Conocimiento primitivo: esta´ formado por todas las ideas intuitivas o
conocimientos previos que tienen los estudiantes.
Nivel 2. Creacio´n de imagen: los estudiantes pueden plasmar o desarrollar una
idea mental sobre la forma que tiene el objeto de estudio.
Nivel 3. Comprensio´n de la imagen: el estudiante no so´lo tiene una idea de la
forma de la imagen sino que establece las caracteristicas de la misma.
Nivel 4. Observacio´n de la propiedad: Determina las caracter´ısticas de las
diferentes ima´genes y establece relaciones entre ellas.
Nivel 5. Formalizacio´n: el alumno produce o transcribe definiciones de conceptos,
a partir de las relaciones entre las diferentes imagenes mentales.
Nivel 6. Observacio´n: expresa verbalmente las definiciones de los conceptos
matema´ticos desde el lenguaje formal.
Nivle 7. Estructuracio´n: el estudiante es capaz de relacionar el conocimiento
aduirido con uno de mayor estructuracio´n, a partir del uso de algoritmos.
Nivel 8. Invencio´n: el estudiante se cuestiona haciendo uso de los conocimientos
formales que posee y es capaz de dar paso a un nuevo conocimiento, el cual a su vez
iniciara desde el nivel primitivo y empezara´ nuevamente el recorrido anterior.
Los ocho niveles analizados por Pirie y Kieren son tenidos en cuenta en la teor´ıa
de Anna Sfard (1991), por ejemplo podr´ıa hacerse una separacio´n en dos bloques donde
los cuatro primeros corresponder´ıan a una descripcio´n de la concepcio´n operacional y los
restantes a la estructural, es decir, Sfard permite realizar una observacio´n global de los
avances cognitivos del estudiante de forma ra´pida, por otro lado la recursividad de Pirie
y Kieren facilitar´ıa el estudio espec´ıfico o la descripcio´n de las debilidades que posee el
alumno una vez se determine si ha alcanzado una de las dos concepciones propuestas
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por Anna Sfard.
2.3.2 Teor´ıa de Sfard (1991)
Para Sfard (1991), la comprensio´n es un proceso constructivo, en el cual se
presenta una reestructuracio´n de esquemas, determinada por la capacidad de relacionar
objetos familiares con representaciones internas a partir de la interaccio´n con el medio,
dicho proceso se desarrolla jera´rquicamente desde una concepcio´n operacional como
proceso hasta una estructural como objeto a trave´s de tres etapas. Estas etapas son
Interiorizacio´n, Condensacio´n y Reificacio´n.
[...] Concebir una nocio´n como un proceso implica considerarla como una entidad
potencial ma´s que como entidad actual, que viene a nuestra existencia interior en
repeticio´n de una secuencia de acciones ...la concepcio´n operacional es dina´mica,
secuencial y detallada”. (Sfard, 1991, p. 4).3
Desde la perspectiva de Sfard, un concepto se ha comprendido cuando ha
sido procesado hasta llegar a ser visto como un objeto. De este modo la concepcio´n
procedimental precede a la concepcio´n estructural. existen ciertas caracter´ısticas
constantes que son inmunes a cambios en los est´ımulos externos (Sfard, 1991) y una de
ellas es “[...]la precedencia de lo operacional sobre lo estructural”. (Sfard, 1991).
Estas concepciones, pueden ser analizadas a partir de la observacio´n de
conductas, actitudes y habilidades de los estudiantes para enfrentar una situacio´n
matema´tica propuesta, con el propo´sito de conocer el nivel de comprensio´n que se tiene
del tema.
Teniendo en cuenta la teor´ıa de comprensio´n de Piaget, Anna Sfard define las
tres fases de la siguiente manera:
3
“[...] In contrast, interpreting a notion as a process implies regarding it as a potential rather than actual entity, which comes into
existence upon request in a sequence of actions”...“Thus, whereas the structural conceptions is static (or shall I say, after Frege, 1990
“timeless”) instantaneous, and integrative, the operational is dynamic, sequential and detailed”(Sfard, 1991, p.4). Traduccio´n Humberto
Mora Mart´ınez
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Interiorizacio´n.
Diremos que un proceso ha sido interiorizado si puede llevarse a cabo a trave´s de
representaciones [mentales] y para ser considerado, analizado y comparado, e´ste
no necesita ser realizado en el acto.( Sfard, 1991, p. 18).4
Por lo tanto, un estudiante ha interiorizado cuando hace uso de objetos ya
familiares, para desarrollar un proceso relaciona las ideas previas que tiene del concepto
con la nueva informacio´n, para realizar una accio´n.
Condensacio´n.
[...]es un proceso de secuencias prolongadas comprimidas de operaciones en
unidades ma´s manejables. En esta etapa una persona llega a ser ma´s y ma´s capaz
de pensar en un proceso dado como una totalidad, sin sentir un impulso de entrar
en detalles.(Sfard, 1991, p. 19).5
En la etapa de condensacio´n el estudiante conecta una serie de procesos para
dar origen a un objeto a partir del reconocimiento de los conceptos como entidades
auto´nomas.
Cosificacio´n o reificacio´n.
La etapa de condensacio´n dura tanto como la nueva entidad permanezca
estrechamente ligada a un cierto proceso. Solamente cuando una persona llega a
ser capaz de concebir la nocio´n como un objeto maduro, diremos que el concepto
ha sido cosificado. La cosificacio´n, por tanto, se define como un movimiento
ontolo´gico una repentina habilidad para ver alguna cosa como familiar con una
luz totalmente nueva.6
4
“We would say that a process has been interiorized if it “can be carried out through [mental] representations” and in order to be
considered, analyzed and compared it needs no longer to he actually performed.”( Sfard, 1991, p. 18).Traduccio´n Humberto Mora Mart´ınez
5
“...is a period of “squeezing” lengthy sequences of operations into more manageable units. At this stage a person becomes moire and
more capable of thinking about a given process as a whole, without feeling an urge to go into details.” (Sfard, 1991, p. 19).Traduccio´n
Humberto Mora Mart´ınez
6
“the condensation phase lasts as long as a new entity remaings tightly connecte to a certain process. Only when a person becomes
capable of conceiving the notion as a fully - fledged odject, we shall say that the concept has been reified. Reification, therefore, is defined
as an ontological shift - a sudden ability to see something familiar in a totally new light.”Traducido Humberto Mora Mart´ınez
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As´ı, mientras la interiorizacio´n y la condensacio´n son cambios cuantitativos
graduales, ma´s que cambios cualitativos, la cosificacio´n es un salto cua´ntico
instanta´neo: un proceso se solidifica en un objeto, en una estructura
interna esta´tica. Varias representaciones del concepto llegan a ser unifiadas
sema´anticamente por este constructo, abstracto, puramente imaginario. La nueva
entidad es ra´pidamente separada del proceso del cual es producto y comienza a
dibujar su significado a partir del hecho de su existencia como un miembro de una
cierta categor´ıa. [...] Nuevos objetos matema´ticos pueden ahora ser construidos a
partir del presente (Sfard, 1991, p. 19 - 20).7
La tabla siguiente (Sfard, 1991), tomada de Mora Martinez (2006), muestra un
resumen de las caracter´ısticas de cada una de las concepciones de un concepto.
Concepcio´n operacional Concepcio´n Estructural
Caracter´ıstica
general
Una entidad matema´tica es
concebida como un producto de
un cierto proceso o es identificada
como el proceso mismo.
Una entidad matema´tica
es concebida como una
estructura esta´tica. Como si
fuera un objeto real.
Representaciones
internas
Se desarrolla en la primera etapa
de formacio´n del concepto.
Evoluciona de la concepcio´n
operacional.
Su lugar en el
desarrollo del
concepto
Se apoya en representaciones
verbales
Es apoyada por imaginer´ıa
visual.
Su papel en los
procesos cognitivos
Es necesario, pero no suficiente,
para las soluciones de problemas
y el aprendizaje.
Facilita todos los procesos
cognitivos (aprendizaje,
solucio´n de problemas)
Tabla 2.1. Concepciones Operacional Estructural. -Resumen (Sfard, 1991, p. 33)
En la tabla anterior se observa como en la concepcio´n operacional se desarrollan
destrezas que permiten el paso a un nivel estructural, en tanto que el primer nivel segu´n
Sfard (1991) se caracteriza por ser dina´mico, secuencial y detallado en la medida en que
7
Thus, whereas interiorization and condensation are gradual, quantitative rether than qualitative changes, reification is an istantaneous
quantum leap: a process solidilies into object, into a static structure. Various representations of the concept become semantically unified
by this abstract, purely imaginary construct. The new entity is soon detached from the process which produced it and begins to drae its
meaning from the fact of its being a member of a certain category. [...] New mathematical objects may now be constructed out of the
present one.” (Sfard, 1991, p. 19 - 20)Traducido Humberto Mora Mart´ınez
24 Cap´ıtulo 2. Fundamentos teo´ricos y metodolo´gicos
exige de parte del alumno la realizacio´n de procesos espec´ıficos basados en una serie de
teoremas y leyes aprobadas por la comunidad matema´tica, cuya finalidad es obtener un
producto desde la utilizacio´n coherente de diversas representaciones. Mientras que la
concepcio´n estructural es esta´tica, integrada e instanta´nea, en esta etapa el estudiante
es capaz de manipular los conceptos como objetos, reconoce y entiende las cualidades
que lo identifican y lo aplica en cualquier contexto, a partir de las imagenes mentales
que tiene del mismo.
Segu´n Sfard (1991) finalmente llega a la reificacio´n cuando es capaz de ver la
nueva entidad como una estructura sintetizada igual a un objeto, Una vez cosificado un
concepto se produce una nueva interiorizacio´n del mismo, pero en un nivel mayor, este
proceso se repite en forma constante una y otra vez.
Comprender un concepto matema´tico implica una serie de acciones secuenciales
motivados por el sujeto que aprende, quien desde su experiencia o interaccio´n con el
medio adquiere un conocimiento ba´sico que va modificando cada vez que recibe una
nueva informacio´n lo cual le permite identificar caracter´ısticas, describir feno´menos y
establecer conclusiones de situaciones cada vez ma´s complejas.
La comprensio´n de conceptos matema´ticos requiere del reconocimiento y dominio
de una serie de reglas claras, detalladas y especificas que faciliten la interpretacio´n de las
diferentes situaciones problema para encontrar soluciones satisfactorias como resultado
de acciones procedimentales.
En educacio´n la adquisicio´n de estas habilidades y destrezas exige compromiso
de parte del alumno, quien debe estar dispuesto a acceder al conocimiento que recibe
de parte del docente que adema´s de conocer diferentes me´todos de solucio´n a un
determinado problema, debe utilizar las estrategias y metodolog´ıas necesarias para
contribuir con el fortalecimiento de la buena disposicio´n del estudiante frente a las
diferentes propuestas de clase, sin desconocer la importancia de los concepto previos del
estudiante para generar espacios de aprendizaje secuenciales que permitan comprender
las diferentes tema´ticas.
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2.3.3 Comparacio´n de la perspectiva de Anna Sfard (1991) y el modelo de
Pirie y Kieren (1994)
La ensen˜anza del a´rea de matema´ticas se ha centrado en la realizacio´n de
procedimientos que conllevan a la solucio´n de problemas propuestos y en consecuencia
la evaluacio´n se basa en la solucio´n de algoritmos, los cuales a su vez exigen del
conocimiento de fo´rmulas que permita´n construir una solucio´n, que puede ser verdadera
o falsa. As´ı mismo, cada nueva propuesta de trabajo al interior de las aulas de clase
exigen un mayor grado de conocimiento de parte del estudiante con el propo´sito
de avanzar en la adquisicio´n de logros que le faciliten relacionar contenidos, hacer
apreciaciones y valoraciones que le permita´n idear procedimientos metodolo´gicos que
den solucio´n a problemas de la vida cotidiana. Es decir el sistema educativo y la misma
sociedad exigen un nivel de conocimiento cada vez ma´s elaborado acorde tanto a las
necesidades del individuo, como al desarrollo cient´ıfico y tecnolo´gico.
En e´ste sentido, la teor´ıa de las concepciones operaciones y estructurales dada
por Sfard toma fuerza, ya que su modelo jera´rquico parte del hecho de que ya existe
un conocimiento ba´sico, el cual cada vez se fortalece para crear un nuevo conocimiento
ma´s complejo para continuar avanzando. Este proceso se repite de forma ascendente,
mientras que el modelo recursivo como lo proponen Pirie y Kieren, segu´n esta autora
siempre obliga al estudiante a tener que recordar hasta el ma´s mı´nimo concepto para
tratar de dar explicacio´n a la nueva informacio´n, esta situacio´n podr´ıa ser mucho ma´s
desgastante y a la vez desmotivamente para el estudiante.
Teniendo en cuenta que el trabajo del docente en las aulas de clase permite
la valoracio´n cuantitativa o cualitativa del logro alcanzado por el estudiante en un
periodo determinado, desde la visualizacio´n de comportamientos y actitudes asumidas
por el educando en los diferentes procesos que se orientan, donde se tienen en
cuentas herramientas como: pruebas escritas o trabajos de interaccio´n en los que el
alumno demuestra sus habilidades o debilidades frente al tema objeto de estudio,
esta investigacio´n se apoya en la teor´ıa de Anna Sfard, porque reune caracter´ısticas
psicolo´gicas y pedago´gicas aplicables a cualquier contexto sin exigir un alto nivel de
abstraccio´n de parte del observador de los procesos, permitiendo que cualquier docente
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independiente de su formacio´n acade´mica se encuentre en capacidad de ana´lizar los
alcances cognitivos del estudiante.
Adema´s, como propuesta metodolo´gica facilita la observacio´n desde el aula de
clases, de las diferentes etapas por las cuales el estudiante debe pasar cuando recibe la
orientacio´n de un tema espec´ıfico, ya que la descripcio´n dada por cada nivel, caracteriza
de forma externa la comprensio´n que tiene el estudiante a partir de conductas, actidudes
y razonamientos del mismo frente a la solucio´n de una situacio´n propuesta.
Mientras que otras teor´ıas relacionadas implican ana´lisis psicolo´gicos en la
medida en que tratan de dar explicacio´n a actitudes o comportamientos de los
estudiantes desde el estudio de estructuras o esquemas mentales presentes, como
Ausubel (1983), Piaget (1984), Delgado (1998), Tall (1995), entre otros.
Este tipo de ana´lisis exige un seguimiento personalizado y detallado del
investigador, adema´s demanda tiempo suficiente para analizar los resultado obtenidos y
entregar diagno´sticos bien fundamentados, caracter´ısticas poco presentes en las aulas de
clase, pues el docente normalmente interactu´a con un grupo de mı´nimo 35 estudiantes
de quienes debe pasar un informe de notas en un periodo de tiempo previmante
determinado por las directivas cen˜ido a un plan de a´rea.
Considerando entonces el referente teo´rico de Anna Sfard sobre las concepciones
operacionales y estructurales como procesos presentes en la comprensio´n de conceptos
matema´ticos y teniendo en cuenta las caracter´ısticas de cada uno de los niveles, como
herramientas para que el docente ubique en un determinado desde la observacio´n de
las actitudes del alumno frente a las tema´ticas de clase determe su capacidades para
relacionar secuencial y de relacio´n e interpretacio´n que le faciliten la solucio´n describcio´n
los elementos de informacio´n secuencialmente, tal que formen un conjunto organizado,
la autora de esta tesis se apoya en la teor´ıa de R. Duval (1998) para establecer que la
evaluacion de las diferentes representaciones de una funcio´n permiten caracterizar los
niveles de comprensio´n que se tienen del mismo.
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2.3.4 Indicadores de la concepcio´n proceso – objeto del concepto funcio´n
En la siguiente figura se muestra un ejemplo con algunas de las representaciones
de una funcio´n teniendo en cuenta la teoria de Anna Sfard (1991).
REPRESENTACIO´N
Diagramas de Venn Expresio´n algebraica Curva en el plano
Relaciona los elementos de
dos conjuntos teniendo











Establece una relacio´n funcional
a partir de la relacio´n entre
los elementos de dos conjuntos








la curva en el plano
Hace uso del concepto de funcio´n para modelar
y dar soluciones a situaciones cotidianas
COMPRENSIO´N
Figura 2.2. Teor´ıa de Sfard aplicada a una funcio´n
Para definir algunos indicadores de logros cognoscitivos y procedimentales que
permitan caracterizar el nivel de comprensio´n que tienen los estudiantes del concepto a
partir de sus diferentes representaciones.
Resaltando la importancia de que el estudiante alcance un nivel estructural del
concepto de funcio´n, partiendo de la concepcio´n operacional para tomar cada una de
las representaciones de una funcio´n inicialmente de forma separada como herramienta
de trabajo y desarrollar algoritmos, con el propo´sito de encontrar el resultado producto
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de la accio´n anterior.
En esta etapa el papel del docente es muy importante pues se espera que no
avance hacia una nueva representacio´n sino, que trate de guiar hacia el fortalecimiento
del tema, es decir, que el profesor lleve al alumno a alcanzar la identificacio´n de la
representacio´n como una estructura, con la ventaja de que no se deben realizar tareas
para reconocerlas, ya que el estudiante desde la visualizacio´n crea ima´genes mentales
que le permiten establecer conclusiones y pasa de tener so´lo informacio´n a estar en
capacidad de aplicar la teor´ıa a situaciones un poco ma´s complejas, en este momento
es posible la ensen˜anza de una nueva representacio´n, siguiendo la misma metodolog´ıa,
tantas veces como representaciones se estudien, formando un conjunto de pequen˜as
estructuras, que se relacionan entre si para construir un objeto llamado funcio´n.
Por ejemplo, en la figura 2.2 se presenta el diagrama de Venn, la expresio´n
algebraica y la curva en el plano, cada uno de ellas parte desde la realizacio´n de tareas
ba´sicas que implican el desarrollo de diferentes algoritmos, que en conjunto le permiten
al estudiante reconocer las caracter´ısticas presentes en una determinada representacio´n,
ya que cada uno de ellos aporta informacio´n relevante en el proceso de comprensio´n
del concepto de funcio´n, por lo tanto la realizacio´n de diversas tareas relacionadas
con una representacio´n es posible que el estudiante se encuentre en condiciones de
identificar, proponer y justificar el resultado obtenido al final de cada proceso. Una vez
alcanzados estos objetivos es posible continuar con una nueva representacio´n dado que
se ha alcanzado un nivel estructural.
As´ı en la primera representacio´n el estudiante puede reconocer cualidades
presentes en cada ejercicio.
Cap´ıtulo 3
Caracterizacio´n de la comprensio´n
del concepto de funcio´n desde la
teor´ıa de Anna Sfard
3.1. Estructuracio´n y aplicacio´n de la teor´ıa de
Anna Sfard (1991) para caracterizar niveles de
comprensio´n del concepto de funcio´n
Para caracterizar los niveles de comprensio´n del concepto de funcio´n desde los
fundamentos teo´ricos de Anna Sfard se disen˜aron y aplicaron dos cuestionarios, uno
para estudiantes de grado noveno y once y otro para docentes teniendo en cuenta las
diferentes formas en que puede ser representada una funcio´n matema´tica, los resultados
obtenidos se analizaron haciendo uso de me´todos estad´ısticos, que permitieron establecer
conclusiones sobre algunas caracter´ısticas presente en la ensen˜anza del tema e identificar
el nivel en el que se encuentran los estudiantes del Municipio de La Virginia.
Las preguntas del cuestionario, (Ape´ndice D) se clasificaron de acuerdo a las
concepciones operacionales y estructurales que propone Anna Sfard, es decir como
proceso u objeto teniendo en cuenta los indicadores presentados en la tabla 2.1 as´ı:
NIVEL
OPERACIONAL ESTRUCTURAL
Preguntas 3, 4 y 5 Preguntas 1, 2, 6 y 7
Tabla 3.1. Clasificacio´n de las preguntas
La siguiente tabla 3.2 muestra la asignacio´n de pesos para cada una de las
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preguntas de la prueba.
CONCEPCION OPERACIONAL CONCEPCION ESTRUCTURAL
PREGUNTA PESO PREGUNTA PESO
3 2 1 2
4 2 2 2
5 2 6 1
7 1
TOTAL 6 TOTAL 6
Tabla 3.2. Pesos concepcio´n operacional y estructural
Los pesos sera´n utilizados en la calificacio´n de los cuestionarios presentados por
cada uno de los estudiantes de grado noveno y once para obtener los diferentes resultados
estad´ısticos.
En la tabla 3.3 se ubican cada una de las preguntas de acuerdo a los niveles
operacional y estuctural, adema´s se presenta la descripcio´n del proceso que debe realizar
el estudiante en cada una de ellas, tambie´n se hace una comparacio´n con las diferentes
fases que sen˜ala Anna Sfard (1991) sobre las caracter´ısticas presentes en el proceso de
comprensio´n de conceptos matema´ticos.
PREG: representa el nu´mero de la pregunta, OPER: Nivel Operacional y ESTR:
Nivel Estructural:
PREG. OPER. ESTR. DESCRIPCIO´N TEORIA SFARD
1 X
Se pide la observacio´n de una serie
de ilustraciones con el propo´sito de
establecer cua´l de ellas representa una
funcio´n, lo cual implica el reconocimiento
de la regla que define tal condicio´n y que
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PREG. OPER. ESTR. DESCRIPCIO´N TEORIA SFARD
2 X
Se presenta una expresio´n general que
define una funcio´n en x o en y y
se pide encontrar una curva con estas
caracter´ısticas, a partir de la visualizacio´n
de cinco gra´ficos, cada uno ubicado
en un plano de coordenadas. Aqu´ı se
hace necesario tanto el reconocimiento e











Se le pide al estudiante escoger un
conjunto de pares ordenados que cumplan
con la condicio´n de ser funcio´n, teniendo
en cuenta dos conjuntos representados
con diagrmas sagitales, recordemos
que los diagramas o ilustraciones de
John Venn (1834 - 1923) permiten
determinar una relacio´n funcional, a
partir de un proceso de correlacio´n,
conteo y clasificacio´n de cada uno de los
elementos que conforman los conjuntos










Presenta un caso particular de funcio´n
cuadra´tica en su forma algebraica y
propone la eleccio´n de una tabla de
valores que representen la expresio´n
dada, lo cual implica la realizacio´n de






Se orienta hacia la construccio´n de una
expresio´n algebraica, teniendo en cuenta
la descripcio´n de una expresio´n verbal, a
traves del reconocimiento de algoritmos
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PREG. OPER. ESTR. DESCRIPCIO´N TEORIA SFARD
6 y 7 X
Se propone modelar dos situaciones
relacionadas con el entorno del
estudiante, lo cual exige formalizar
el problema planteado, para analizar su
comportamiento matema´ticamente, es
decir avanzar a un nivel ma´s superior
en donde segu´n Sfard los conceptos







Tabla 3.3. Criterios de seleccio´n
3.2. Determinacio´n de la poblacio´n y seleccio´n de la
muestra de estudiantes de los grados noveno y
once
Teniendo en cuenta el objetivo a alcanzar como es la caracterizacio´n del nivel
de comprensio´n que poseen los estudiantes de los colegios pu´blicos del municipio de la
Virginia, se proponen las siguientes variables.
Variable independiente: grados noveno y once
Variable dependiente: Puntaje obtenido en el cuestionario sobre el concepto
de funcio´n, enmarcado en la concepcio´n operacional y la concepcio´n estructural definidas
por Sfard. El puntaje total de la prueba puede tomar valores entre 0 y 12 puntos donde
cada nivel toma un puntaje entre 0 y 6 puntos, valores cercanos a cero indican un
bajo nivel de conocimiento del tema, mientras que valores cercanos al puntaje ma´ximo
indican un buen nivel de conocimiento del concepto de funcio´n.
La poblacio´n objeto de estudio esta´ constituida por 1029 estudiantes, de los
cuales 529 son de grado noveno y 500 de grado once de los colegios pu´blicos del Municipio
de la Virginia Risaralda en el an˜o 2009, con edades entre 14 y 18 an˜os. Ape´ndice E.
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Para la seleccio´n de la muestra se utilizo´ un muestreo estratificado aleatoria
simple, en donde los estratos corresponden a los grados noveno y once. La determinacio´n
del taman˜o muestral se realizo´ a trave´s de una prueba piloto aplicada a 15 estudiantes
de cada grado, con lo cual se obtuvo estimacio´n de las varianzas y se realizaron los















N: es la poblacio´n objeto de estudio
N1 : poblacio´n grado noveno
N2 : poblacio´n grado once
s1 : Varianza poblacio´n grado noveno
s2 : Varianza poblacio´n grado once
δ: error absoluto
z: nivel de confianza
Para esta investigacio´n se tiene que:
N = 1029 N1 = 529 N2 = 500
s1 = 0.512 s2 = 1.778
δ = 0.2 z = 1.96
Para lograr una estimacio´n con una confiabilidad del 95 % para z = 1.96, con un error
absoluto de estimacio´n en el puntaje promedio igual a δ = 0.2, el taman˜o muestral final
fue de 107 estudiantes, que al ser asignados en forma proporcional a cada estrato, se
tiene una muestra de 55 estudiantes en grado noveno y 52 estudiantes en grado once
como lo ilustra la siguiente tabla:
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Estrato (Grado) Poblacio´n N Peso de la Poblacio´n Wh Varianza Poblacio´n Sh2 Taman˜o de la muestra n
9 N1 = 529 W1 =
529
1029 = 0.4859 s1
2 = 0.2621 n1 = 55
11 N2 = 500 W2 =
500
1029 = 0.5140 s2
2 = 3.1612 n2 = 52
Total N = 1029 n = 107
Tabla 3.4. Ca´lculo del taman˜o de la muestra








Los estudiantes fueron seleccionados teniendo en cuenta un muestreo aleatorio
simple en cada estrato y la muestra final quedo´ conformada como se observa en el
siguiente cuadro:
N◦ DE ESTUDIANTES
INSTITUCIO´N EDUCATIVA GRADO NOVENO GRADO ONCE
GABRIELA MISTRAL 11 15
ALFONSO LO´PEZ 19 3
BERNARDO ARIAS 11 20
LA PRESENTACIO´N 7 9
LA VIRGINIA 7 5
Total 55 52
Tabla 3.5. Distribucio´n de la muestra
3.3. Ana´lisis de las respuestas del cuestionario
El cuestionario de siete preguntas se realizo´ de acuerdo con las diferentes
representaciones de una funcio´n, la clasificacio´n se hizo´ teniendo en cuenta la teor´ıa
de Anna sfard (1991) sobre concepciones operacionales y estructurales, es decir cada
pregunta se selecciono´ en un nivel operacional o estructural dependiendo del objetivo
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que se pretendia alcanzar. Para su calificacio´n se tuvieron en cuenta tambie´n los pesos
dados para cada pregunta. (Tabla 3.2), donde cada nivel tenia un puntaje ma´ximo de
seis puntos, por lo tanto la nota ma´xima que un estudiante pod´ıa obtener eran doce
puntos.
En la siguiente tabla se presenta un ana´lisis de los resultados obtenidos (Ape´ndice
A), por cada uno de los estudiantes de la muestra de grado noveno y once:
Variable n Media CV Mı´n. Ma´x. Mediana
Operac. 9 55 1.25 89.73 0.00 4.00 1.00
Estruct. 9 55 1.36 71.43 0.00 2.50 1.00
Final 9 55 2.62 53.63 0.00 5.50 2.50
Operac. 11 52 1.65 65.46 0.00 3.00 2.00
Estruct. 11 52 1.98 44.14 0.50 3.50 2.50
Final 11 52 3.63 33.82 1.00 6.50 3.50
Tabla 3.6. Datos estad´ısticos
Donde:
n: es el taman˜o de la muestra.
Media: media aritme´tica.
CV: coeficiente de variacio´n.
Mı´n: mı´nimo valor obtenido.
Ma´z: valor ma´ximo alcanzado en el cuestionario.
Mediana: dato central del conjunto de valores.
Operac. 9: nivel operacional en grado noveno.
Estruct. 9: nivel operacional en grado noveno.
Final 9: promedio general alcanzado en el cuestionario de grado noveno.
Operac. 11: nivel operacional en grado once.
Estruct. 11: nivel operacional en grado once.
Final 11: promedio general alcanzado en el cuestionario de grado once.
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Apartir de los datos anteriores se hace primero el ana´lisis de los resultados
obtenidos por los estudiantes de grado noveno y posteriormente los de once.
Se observa que el promedio obtenido en el nivel operacional de grado noveno
corresponde a 1.25 con la caracter´ıstica de que los datos presentan hetereogeneidad
dado que el coeficiente de variacio´n CV > 30 %, de los cuales el puntaje ma´s bajo
obtenido por un estudiante fue de 0.0 puntos y el ma´s alto fue de 4.0 puntos sobre un
valor ma´ximo de 6.0 puntos, el 50 % de los estudiantes obtuvo una nota menor o igual
a 1.0.
Para el nivel estructural el promedio obtenido por los estudiantes de grado
noveno fue de 1.36, nuevamente se muestra heterogeneidad en las respuestas y el puntaje
mı´nimo alcanzado por un estudiante fue de 0.0 y el ma´ximo valor alcanzado fue de 2.50,
de igual manera, el 50 % de los estudiantes obtuvieron una nota menor o igual a 1.0 en
el desarrollo del cuestionario propuesto sobre un valor de 6.0 puntos.
El promedio final alcanzado por los estudiantes de grado noveno sobre un valor
ma´ximo de 12 puntos fue de 2.62, donde el puntaje mı´nimo obtenido por un estudiante
fue de 0.0 y el ma´ximo de 5.50, de los cuales el 50 % obtuvo una calificacio´n menor o
igual a 2.50.
El promedio en el nivel operacional de grado once corresponde a 1.65 con la
caracter´ıstica de que los resultados sigen siendo heterogeneos dado que el coeficiente de
variacio´n CV > 30 %, de los cuales el puntaje ma´s bajo obtenido por un estudiante fue
de 0.0 puntos y el ma´s alto fue de 3.0 puntos sobre un valor de 6.0 puntos, el 50 % de
los estudiantes obtuvo una nota menor o inferior a a 2.0
Para el nivel estructural el promedio obtenido por los estudiantes de grado
once fue de 1.98, se presenta heterogeneidad en sus respuestas y el puntaje mı´nimo
y ma´ximo alcanzado por un estudiante fue de 0.5 y de 3.50, respectivamente, sobre un
valor ma´ximo de 6 puntos, persistiendo el 50 % de los estudiantes obtuvieron una nota
menor o igual a 2.50 en el desarrollo del cuestionario propuesto, sobre un valor de 6.0
puntos.
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El promedio final alcanzado por los estudiantes de grado noveno sobre un valor
ma´ximo de 12 puntos fue de 3.63, siendo 1.0 y 6.5 el puntaje mı´nimo y ma´ximo obtenido,
el 50 % obtuvo una nota menor o inferior a 3.50.
Con el fin de analizar los datos correspondientes a las calificaciones del
cuestionario aplicado a los jo´venes del grado noveno se realizo´ una prueba de hipo´tesis
con una confianza del 95 %, para lo cual se tuvo en cuenta como hipo´tesis nula la
igualdad entre los niveles operacional y estructural, o sea, no existe una concepcio´n ma´s
desarrollada que otra y como hipotesis alternativa se tiene la diferencia entre ambos
niveles. En e´ste caso los estudiantes ser´ıan capaces de desenvolverse ma´s facilmente
en ejercicios que presenten una u otra concepcio´n, por lo tanto si la hipo´tesis nula se
rechaza se puede establecer que la alternativa es verdadera, una de las dos concepciones
se encuentra ma´s desarrollada.
por tanto,
H0: Nivel operacional = nivel estructural
H1: Nivel operacional 6= nivel estructural
Sea P el valor estad´ıstico que representa la potencia de contraste de 0,05 que significa
que se acepta la equivocacio´n del 5 % de las veces que se repite el experimento, se puede
afirmar que si P < 0.05 (se rechaza H0) y si P > 0.05 (se acepta H0).
Con el fin de comparar el valor P de la muestra con el de contraste se definen y
ca´lculan las siguientes variables:
obs (1): nivel operacional grado noveno.
obs (2): nivel estructuraln grado noveno.
N: taman˜o de la muestra de grado noveno.
Media (1): medias aritme´tica o valor promedio alcanzado por los estudiantes de grado
noveno en el nivel operacional.
Media (2): medias aritme´tica o valor promedio alcanzado por los estudiantes de grado
noveno en el nivel estructural.
P: valor del estad´ıstico calculado.
38 Cap´ıtulo 3. Caracterizacio´n de la comprensio´n del concepto de funcio´n
desde la teor´ıa de Anna Sfard
Obs(1) Obs(2) N Media(1) Media(2) P
Oper. 9 Estruc. 9 55 1.25 1.36 0.6081
Tabla 3.7. Prueba de hipo´tesis grado noveno
Como el P - valor es mayor que 0.05 se puede establecer que no hay diferencias
significativas entre el nivel operacional y el nivel estructural en los estudiantes de grado
noveno.
Al realizar la misma observacio´n en grado once se obtuvo:
Obs(1) Obs(2) N Media(1) Media(2) P
Oper. 11 Estruc. 11 52 1.65 1.98 0.1312
Tabla 3.8. Prueba de hipo´tesis grado once
H0: Nivel operacional = nivel estructural
H1: Nivel operacional 6= nivel estructural
P < 0.05 (se rechaza H0) y si P > 0.05 (se acepta H0)
Para nuestro caso P = 0.1312
Con este valor de P = 0.1312 >0.05 se acepta la hipo´tesis nula es decir los
niveles estructurales y operacionales en los estudiantes de grado once son iguales, lo
que se interpreta como la falta de capacidad del estudiante para analizar y resolver
situaciones problemas de su entorno, objetivo principal de la pol´ıtica actual pertinencia
en la educacio´n adoptada por el MEN, quien a la vez propone el seguimiento de una
serie de estandares de calidad, en los cuales tambie´n se hace claridad sobre el estado
en el cual se encuentran los estudiantes de grado once, algunas de las destrezas que
ya deberian de haber desarrollado son por ejemplo la capacidad de analizar, deducir,
representar, describir, aplicar e interpretar modelos en un determinado contexto.
El ana´lisis anterior revela que los jo´venes en este ciclo de escolaridad au´n no
presentan diferencias significavas entre los niveles dado que P es mayor que 0.05, es
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decir no cuentan con la capacidad para enfrentar situaciones propuestas, el bajo nivel
operacional muestra deficiencias para resolver ejercicios relacionados con el concepto de
funcio´n, o sea se desconocen las herramientas matema´ticas que facilitan el desarrollo
de algor´ıtmos y favorecen el ana´lisis e interpretacio´n de problemas de aplicacio´n, por
lo tanto los estudiantes de grado noveno y once no cuentan con bases suficientes
para alcanzar un nivel estructural, que les permita analizar, interpretar, argumentar
y proponer en un contexto determinado.
A continuacio´n se comparan los resultados obtenidos por los estudiantes de
los grados noveno y once con respecto al nivel operacional, de la misma manera se
relacionan los dos grupos con el nivel estructural, con el objetivo de encontrar diferencias
significativas entre ellos.
Con este propo´sito se definen las siguientes variables: Grupo 1: grado noveno
Grupo 2: grado once
n(1): taman˜o de la muestra grado noveno.
n(2): taman˜o de la muestra grado once.
Media(1): media aritme´tica grado noveno.
Media(2): media arittme´tica grado once.
LI(95): l´ımite inferio.
LS(95): l´ımite superior.
Var(1): varianza grado noveno.
Var(2): varianza grado once.
P: valor del estad´ıstico calculado.
Clasificacio´n Variable Grupo 1 Grupo 2 n(1) n(2) Media(1) Media(2)
Grado Operacional 9 11 55 52 1.25 1.65
Grado Estructural 9 11 55 52 1.36 1.98
Grado Final 9 11 55 52 2.62 3.63
Med(1)–Med(2) LI(95) LS(95) Var(1) Var(2) P
−0.40 −0.82 0.02 1.27 1.17 0.0645
−0.62 −0.97 −0.26 0.95 0.76 0.0008
−1.02 −1.52 −0.51 1.97 1.51 0.0001
Tabla 3.9. Comparacio´n entre grados
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En el nivel estructural se observan diferencias mı´ninas en los resultados obtenidos
entre los grados once y noveno, dado que P< 0.05. Es decir, los estudiantes de once se
encuentran en un nivel estructural un poco ma´s desarrollado que los de noveno ya que
presentan una media aritme´tica de 1.65 mientras que el otro grupo presenta un valor
promedio de 1.98.
Una observacio´n general del nivel operacional permite establecer que los
estudiantes del Municipio de La Virginia de grado noveno alcanzaron una nota entre
0.95 y 1.56, donde el promedio de la poblacio´n fue de 1,25 sobre un ma´ximo de 6 puntos,
previamente determinado en la aplicacio´n del cuestionario.
Mientras que la calificacio´n alcanzada en el mismo cuestionario por los
estudiantes de grado once del Municipio se encuentra entre 1.35 y 1.96, donde el
promedio de la poblacio´n fue de 1.65 sobre un ma´ximo de 6 puntos.
Los datos anteriores son tomados de la siguiente tabla, donde:
LI(95): l´ımite inferior.
LS(95): l´ımite superior.
Grado Variable Para´metro Estimacio´n n LI(95 %) LS(95 %)
Noveno Operacional Media 1.25 55 0.95 1.56
Noveno Estructural Media 1.36 55 1.10 1.63
Once Operacional Media 1.65 52 1.35 1.96
Once Estructural Media 1.98 52 1.74 2.22
Tabla 3.10. Estimacio´n Parame´trica
Se puede concluir que el nivel operacional se encuentra ma´s desarrollado en los
estudiantes de grado once, aunque comparando los resultados obtenidos por e´ste grupo
de jo´venes con la nota ma´xima del nivel (6.0) se observa que no alcanzan ni siquiera un
valor medio.




































Nivel estructural entre grados
Figura 3.1. Intervalos de confianza nivel operacional y estructural
Por otro lado, la observacio´n general del nivel estructural permite establecer que
los estudiantes del Municipio de La Virginia de grado noveno alcanzaron una nota entre
1.10 y 1.63 donde el promedio de la poblacio´n fue de 1.36 sobre un ma´ximo de 6 puntos,
previamente determinado en la aplicacio´n del cuestionario.
De igual manera, la nota obtenida por los estudiantes de grado once del municipio
de La Virginia se ubico´ entre 1.74 y 2.22 con un valor promedio de 1.98.
Los ca´lculos estad´ısticos permitieron establecer que no existen diferencias
significativas entre los grados noveno y once con respecto a los niveles operacional
y estructural, dado que los resultados obtenidos por los estudiantes de ambos niveles
son bajos pero no totalmente nulos, identificar una de las tendencias que presentan
los estudiantes con respecto a una serie de indicadores, permitira´ establecer donde se
encuentran presentes las fortalezas asi como las falencias del aprendizaje del concepto
de funcio´n.
En la tabla 3.11 se definen tres indicadores a,b y c de procesos operacionales y
otros relacionados con procesos estructurales, los cuales se miden desde tres niveles que
representan acciones que el estudiante realiza, hace parcialmente, o no realiza.
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INDICADORES NIVEL OPERACIONAL MEDICIONES
Relacionar (R) los elementos de dos
conjuntos representados en diagramas de
Venn
(a) Relaciona los elementos de dos
conjuntos representados en diagramas
de Venn R1
(b) Relaciona parcialmente los elementos
de dos conjuntos representados en
diagramas de Venn R2
(c) No relaciona los elementos de dos
conjuntos representados en diagramas
de Venn R3
Encontrar (E) conjuntos de pares
ordenados a partir de una expresio´n
algebraica
(a) Encuentra conjuntos de pares
ordenados a partir de una expresio´n
algebraica E1
(b) Encuentra parcialmente conjuntos de
pares ordenados a partir de una
expresio´n algebraica E2
(c) No encuentra conjuntos de pares
ordenados a partir de una expresio´n
algebra´ıca E3
Convertir (C) una expresio´n verbal a
lenguaje matema´tico
(a) Convierte una expresio´n verbal a
lenguaje matema´tico C1
(b) Convierte parcialmente una expresio´n
verbal a lenguaje matema´tico C2
(c) No Convierte una expresio´n verbal a
lenguaje matema´tico C3
Tabla 3.11. Variables e indicadores de la concepcio´n operacional
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INDICADORES NIVEL ESTRUCTURAL MEDICIONES
Identificar (I) una relacio´n funcional a
partir de la visualizacio´n de un diagrama
sagital
(a) Identifica una relacio´n funcional a
partir de la visualizacio´n de un
diagrama sagital I1
(b) Identifica parcialmente una relacio´n
a partir de la visualizacio´n de un
diagrama sagital I2
(c) No identifica una relacio´n funcional
a partir de la visualizacio´n de un
diagrama sagital I3
Correlacionar (C) una ecuacio´n con una
curva en el plano
(a) Correlaciona una ecuacio´n con una
curva en el plano C1
(b) Correlaciona parcialmente una
ecuacio´n con una curva en el plano C2
(c) No Correlaciona una ecuacio´n con una
curva en el plano C3
Modelar (M) situaciones relacionadas con
su entorno
(a) Modela situaciones relacionadas con su
entorno M1
(b) Modela parcialmente situaciones
relacionadas con su entorno M2
(c) No modela situaciones relacionadas
con su entorno M3
Tabla 3.12. Variables e indicadores de la concepcio´n estructural
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Los resultados obtenidos una vez aplicada la prueba se muestran desde el ana´lisis
de la estad´ıstica descriptiva en las siguiente tablas:
INDICADOR Medicio´n nivel a Medicio´n nivel b Medicio´n nivel c
Relacionar (R) 0 % 54.54 % 45.45 %
Encontrar (E) 25.45 % 16.36 % 58.18 %
Convertir (C) 0 % 3.6 % 98.18 %
Tabla 3.13. Resultado concepcio´n operacional grado noveno
INDICADOR MEDICIO´N Nivel a MEDICIO´N Nivel b MEDICIO´N Nivel c
Identificar (I) 38.1 % 0 % 61.8 %
Correlacionar (C) 0 % 92.72 % 7.27 %
Modelar (M) 0 % 1.8 % 98.18 %
Tabla 3.14. Resultado concepcio´n estructural grado noveno
En la siguiente figura se muestra el nu´mero de estudiantes por medicio´n y por
















































Figura 3.2. Indicadores nivel operacional y estructural grado noveno
En las tablas anteriores se observa que los indicadores presentan un porcentaje
ma´s bajo en el nivel a, que corresponde a la mejor valoracio´n que debe obtener un
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estudiante para superar el logro propuesto, mientras que los pocentajes ma´s altos se
ubican en el nivel c que describe indicadores que no realiza.
La diferencia entre el nivel operacional y el nivel estructural es poco significativa,
al considerar el nivel a, que corresponde al nivel ma´s alto dentro de la descripcio´n de
indicadores. Adema´s, dichos valores se encuentran por debajo del 50 % y corresponden
a los indicadores encontrar e identificar; por otro lado, al considerar el nivel b, ma´s del
50 % de los estudiantes de grado noveno en forma parcial relacionan los elementos de
dos conjuntos presentados en diagramas de venn y correlaciona una ecuacio´n con una
curva en el plano.
A continuacio´n se presenta un ana´lisis ana´logo al realizado con los estudiantes de
grado noveno donde se identifico´ el tipo de representacio´n que reconocen los estudiantes
de e´ste grado.
INDICADOR MEDICIO´N Nivel a MEDICIO´N Nivel b MEDICIO´N Nivel c
Relacionar (R) 0 % 69.2 % 30.7 %
Encontrar (E) 44.23 % 9.6 % 46.15 %
Convertir (C) 0 % 0 % 100 %
Tabla 3.15. Resultado Concepcio´n Operacional grado once
INDICADOR MEDICIO´N Nivel a MEDICIO´N Nivel b MEDICIO´N Nivel c
Identificar (I) 69.2 % 0 % 30.8 %
Correlacionar (C) 0 % 53.8 % 5.8 %
Modelar (M) 0 % 1.9 % 98.07 %
Tabla 3.16. Resultado Concepcio´n Estructural grado once
Los estudiantes de grado once relacionan parcialmente los elementos de dos
conjuntos representados en diagramas de Venn, no convierten expresiones verbales a
lenguaje matema´tico, identifican una relacio´n funcional a partir de la visualizacio´n de
un diagrama sagital, correlacionan una ecuacio´n con una curva en el plano de forma
parcial y no modelan situaciones relacionadas con su entorno.
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Figura 3.3. Indicadores nivel operacional y estructural grado once
Al comparar los resultados obtenidos por los estudiantes de grado noveno y once
se puede establecer que un mayor porcentaje de alumnos de once se encuentran en
condicio´n de relacionar los elementos de dos conjuntos representados en diagramas de
Venn e identificar una relacio´n funcional a partir de la visualizacio´n de un diagrama
sagital, caracter´ıstica que se encuentra presente en el 44 % de los estudiantes. Mientras
que el 53.8 % correlaciona en forma parcial en ambos grupos, los estudiantes de grado
noveno no han alcanzado un nivel operacional y no cuentan con los conocimientos
necesarios para interpretar el concepto de funcio´n como un objeto, osea, no han
alcanzado un nivel estructural, los alumnos de once aunque identifican lo hacen sin
contar con bases operacionales, por lo tanto, desde la teor´ıa de Anna Sfard en ninguno
de los dos grupos se ha comprendido el concepto de funcio´n.
A continuacio´n se presenta una descripcio´n de indicadores de logros que au´n no
han alcanzado los alumnos de los dos grados noveno y once y los me´todos empleados
por los docentes para orientar la ensen˜anza del concepto de funcio´n.
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3.4. Discusio´n y ana´lisis de resultados de los niveles
de comprensio´n del concepto de funcio´n
3.4.1 Ana´lisis de los resultados obtenidos al aplicar el cuestionario a los
estudiantes
Se hara´ un ana´lisis de los resultados obtenidos al aplicar los cuestionarios a los
estudiantes de noveno y once y a los docentes, con el propo´sito de establecer ¿cua´les de
las representaciones de una funcio´n comprenden los alumnos de estos grados?.
Los estudiantes presentan un avance poco significativo con respecto al concepto
de funcio´n, continuan reforzando las mismas representaciones durante el per´ıodo de
noveno a once.
Los estudiantes de grado noveno en el nivel operacional relacionan los elementos
de dos conjuntos representados en diagramas de Venn de forma parcial, se les dificulta
encontrar pares ordenados a partir de una ecuacio´n dada, convertir una expresio´n verbal
a lenguaje matema´tico y modelar situaciones relacionadas con su entorno. En cuanto al
nivel estructural correlacionan una ecuacio´n con una curva en el plano de forma parcial
y presentan deficiencias para identificar una relacio´n funcional a partir de un diagrama
sagital.
Mientras que los estudiantes de grado once en lo relacionado con el nivel
operacional relacionan los elementos de dos conjuntos representados en diagramas
de Venn y se les dificulta encontrar conjuntos de pares ordenados a partir de una
expresio´n algebraica y convertir una expresio´n verbal a lenguaje matema´tico, en el
nivel estructural identifican una relacio´n funcional a partir de la visualizacio´n de un
diagrama sagital y presentan deficiencias en la correlacio´n de una ecuacionan con una
curva en el plano y en la modelacio´n de situaciones relacionadas con su entorno.
Segu´n Anna Sfard para que un concepto matema´tico se comprenda, se debe
iniciar por el reconocimiento de herramientas y te´cnicas operacionales que permitan
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trascender a un nivel estructural donde se reconoce el concepto como un objeto que se
puede manipular para construir significados, desde este punto de vista los alumnos de
los grados noveno y once de los colegios pu´blicos de La Virginia tienen dificultad para
comprender el concepto de funcio´n, pues au´n no han alcanzado el nivel operacional.
3.4.2 Ana´lisis de los resultados del cuestionario aplicado a los docentes
Los docentes adema´s de transmitir conocimientos son considerados gu´ıas u
orientadores de diferentes procesos secuenciales y coherentes que permitan establecer
v´ınculos entre los conocimientos previos de los estudiantes y la nueva informacio´n que se
imparte, sin desconocer lineamientos y esta´ndares nacionales para unificar los saberes
de los alumnos por niveles, en conjunto con la motivacio´n del aprendiz facilitan el
aprendizaje significativo de los diferentes contenidos.
En la ensen˜anza del concepto de funcio´n las estrateg´ıas o metodolog´ıas utilizadas
por los docentes juegan un papel importante en el aprendizaje del mismo, dado que
despiertan el intere´s del alumno en el desarrollo de las diferentes propuestas de clase.
Con el propo´sito de conocer el grado de escolaridad en el que los docentes inician
la ensen˜anza del concepto de funcio´n, el enfoque que le dan al mismo y las difcultades
presentes en el proceso de aprendizaje, se seleccionaron nueve docentes que orientan
el a´rea de matema´ticas en uno de los dos grados noveno u once en los cinco colegios
del municipio de La Virginia a quienes se les aplico´ un cuestionario de siete preguntas
abiertas (Ape´ndice B), donde se les pidio´ justificar cada una de sus respuestas las cuales
aparecen en el ape´ndice C y permiten establecer que:
• Una entrevista o charla previa realizada a los docentes del a´rea de matema´ticas en
la cual se les cuestiono´ sobre la importancia del concepto de funcio´n dentro de los
procesos de ensen˜anza en el aula, permitio´ establecer que un 80 % de ellos consideran
que todos los temas presentes en el nu´cleo tema´tico de sus planes de a´rea tienen el
mismo nivel de importancia.
• Aparentemente en la mayor´ıa de las instituciones educativas el concepto de funcio´n
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se empieza a ensen˜ar desde grado noveno, lo cual es coherente con los esta´ndares
propuestos por el Ministerio de Educacio´n Nacional, quien lo propone de grado octavo
a noveno en el pensamiento variacional.
• El tipo de representacio´n de una funcio´n que ma´s reconocen los docentes del Municipio
de La Virginia es el de relacio´n entre dos conjuntos. Es decir, la representacio´n en
diagramas sagitales o de Venn.
• El manejo del concepto de funcio´n es esta´tico, no visualizan una funcio´n como un
proceso de transformacio´n, su ensen˜anza se fundamenta en el desarrollo de ejercicios
a partir del ca´lculo nume´rico.
• Se presentan obsta´culos a nivel de creencia, de esquemas de pensamiento y de
conocimiento teo´rico los cuales se presentaron en el capitulo II y fueron propuestos
por Ruiz (1998).
• En la mayor´ıa de los casos el modelo de ensen˜anza es tradicional, no se promueve un
aprendizaje significativo, ni contextualizado.
• La solucio´n de situaciones problema no se presentan como objetivo principal del
proceso de ensen˜anza, so´lo aparecen al finalizar cada proceso o periodo acade´mico
y en la mayor´ıa de los casos no se alcanza a profundizar en los mismos porque los
tiempos programados no son suficientes para cubrir toda la programacio´n anual del
a´rea.
Por lo tanto, el concepto de funcio´n es visto como una relacio´n de asignacio´n
o correlacio´n entre dos conjuntos, generando aprendizajes memor´ısticos y de dif´ıcil
recuerdo para el estudiante lo cual reduce el desarrollo de aprendizajes significavos que
favorezcan la competencia del estudiante para resolver situaciones de su entorno, desde
e´ste punto de vista dicho concepto en el nivel de ba´sica secundaria no trasciende, solo
se queda como un cu´mulo de informacio´n y teor´ıa que permite cumplir con un curr´ıculo
al finalizar el an˜o escolar.
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3.5. Una propuesta para ensen˜ar el concepto de
funcio´n en secundaria desde la teor´ıa de Anna
Sfard
Se propone un me´todo constructivista basado en el modelo de concepciones
operacionales y estructurales propuesto por Anna Sfard, con el objetivo de guiar al
estudiante en la elaboracio´n del concepto de funcio´n, a partir del estudio de una
situacio´n de su entorno, utilizando herramientas de ana´lisis e interpretacio´n de hechos
reales que le permita construir significados y establecer relaciones entre los diferentes
contenidos vinculados con el tema.
Inicialmente se contextualiza una situacio´n y se le orienta hacia la identificacio´n
de las variables presentes, con el fin de que establezca relaciones entre ellas a partir del
desarrollo de una serie de algoritmos que interprete y justifique, pues corresponden al
ana´lisis de un hecho conocido. Una vez alcanzado el nivel procedimental, se encuentra
en capacidad de realizar ejercicios secuenciales que le permiten profundizar en la teor´ıa
propuesta, se espera que avance al nivel estructural, donde organice e integre ima´genes
mentales de forma instantanea y establece conclusiones fundamentadas en conceptos
matema´ticos.
3.5.1 Desarrollo de la propuesta
Tema: Funcio´n
Situacio´n:
Suponga que Juanito llega a la fila de la tienda escolar y se encuentra con que 5
estudiantes hab´ıan llegado antes, por tal razo´n lo atienden 10 minutos despue´s.
¿Que´ relacio´n existe entre el nu´mero de estudiantes que se encuentran
previamente en la fila y el tiempo que tardan en atenderlos?.
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Ante esta situacio´n toma la decisio´n de registrar el nu´mero de estudiantes que
llegan primero a la fila y el tiempo que tardan en atenderlo, con el fin de establecer una
relacio´n que le permita calcular aproximadamente el tiempo que estara´ en la tienda, para
saber si podra´ ocuparse de otras actividades durante el descanso, los datos obtenidos









Tabla 3.17. Registro N◦ de estudiantes en la tienda escolar
Representacio´n con diagrama de Venn
El hecho anterior se puede representar por medio de un diagrama de venn como












Donde A corresponde al conjunto formado por el nu´mero de estudiantes en la fila
y B es el conjunto correspondiente a los tiempos en que lo atienden, los cuales dependen
del nu´mero de estudiantes que se encuentre en la fila previamente a su llegada.
Si las condiciones en la tienda escolar se mantienen, es decir el nu´mero de
personas que trabajan en la tienda y la velocidad con que atienden permanecen
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constantes, a cada elemento del primer conjunto so´lo le corresponde un valor en el
segundo, a mayor nu´mero de estudiantes en la fila de la tienda escolar mayor sera´
el tiempo que tardara´n en atenderlo. Por lo tanto, las magnitudes son directamente
proporcionales, dado que, cuando una aumenta tambie´n lo hace la otra.
La observacio´n del comportamiento de las dos magnitudes o variables permite
establecer que para un nu´mero de estudiantes x el tiempo de atencio´n sera´ igual al
doble de este valor, es decir 2x.
La regla que toma cada uno de los elementos del conjunto de partida A y les
asigna un u´nico valor a cada uno de ellos en el conjunto B o conjunto de llegada se
llama funcio´n y se representa de la siguiente manera:
A→ B
x→ y = f(x)
Donde y = f(x) establece que la magnitud y se encuentra en funcio´n de la
variable x, es decir y depende de x para nuestro caso, el tiempo que tarda Juanito en
la fila de la tienda escolar depende del nu´mero de estudiantes que se encuentren en
ella previamente a su llegada. f(x) representa una transformacio´n del conjunto A en el
conjunto B, por lo tanto f(x) = 2x.
As´ı por ejemplo: f(2) = 4, lo cual se puede interpretar: si en la fila de la tienda
escolar previamente a Juanito hay 2 estudiantes, lo atendera´n 4 minutos despue´s de
haber llegado.
Ejercicio.
¿Que´ representa cada una de los siguientes valores funcionales?:
1. f(15) = 30
2. f(30) = 60
3. f(40) = 80
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Funcio´n lineal
La relacio´n existente entre las dos magnitudes pueden analizarse algebraicamente
desde la ecuacio´n y = f(x) = 2x o y = 2x para x > 0, con la cual es posible encontrar
el conjunto de pares ordenados de la forma (x, y) que describen la situacio´n.
Ejemplo. (1,2), (2,4), (3,6), (4,8), (5,10) etc. donde el primer valor en el par
ordenado corresponde al nu´mero de estudiantes que se encuentra previamente en la fila
de la tienda escolar mientras que la segunda se refiere al tiempo que tardan en atenderlo
en la tienda escolar, estos valores forman puntos que pueden ser representados en un



















Cuando la variable recorre todos los reales y la velocidad es constante, se pueden
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Definicio´n de funcio´n lineal
Una funcio´n lineal en la variable x, es una expresio´n de la forma: f(x) = ax+ b,
donde a 6= 0 con a y b nu´meros reales.
Funcio´n cuadra´tica
Supongamos ahora que cuando Juanito llega a la fila se encuentra con que cada
estudiante le permite el ingreso al sitio de espera a n−1 compan˜ero, donde n corresponde
al nu´mero de jo´venes que se encuentran en la fila de la tienda escolar previamente, por
lo tanto:
Si n = 1, no cambia el nu´mero de jo´venes en la fila
Si n = 2, cada estudiante deja ingresar a la fila a un nuevo compan˜ero, por lo tanto el
nuevo nu´mero sera´ de 4 estudiantes.
Si n = 3, la cantidad de estudiantes en la fila sera´ de 9
Si n = 4, tendr´ıamos 16 estudiantes y as´ı sucesivamente.
La situacio´n anterior se representa matema´ticamente como:
f(x) = x2 para x > 0, x entero positivo.
Donde f es la funcio´n que le asigna a cada valor x su cuadrado, esta ecuacio´n
permite calcular el conjunto de pares ordenados que describen la situacio´n de la siguiente
manera:
{(1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16), (5, 25), (6, 36)...}
Los cuales se pueden ubicar sobre un plano de coordenadas as´ı:
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Cuando la variable recorre todos los reales y la velocidad es constante, se pueden





















Definicio´n. Una funcio´n cuadra´tica es aquella que puede escribirse de la forma:
f(x) = ax2 + bx + c, donde a, b y c son nu´meros reales cualesquiera con a distinto de
cero.
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Caracter´ısticas de la funcio´n cuadra´tica.
1. El dominio es el conjunto de los nu´meros reales.
2. Son continuas en todo su dominio.
3. Siempre cortan al eje Y en el punto (0, c).
4. Cortara´n al eje X (en uno o dos puntos) o no, dependiendo de las soluciones de
la ecuacio´n ax2 + bx+ c= 0.
5. Si a >0 la para´bola esta´ abierta hacia arriba y si a <0 la para´bola esta´ abierta
hacia abajo.
6. Cuanto mayor sea |a|, ma´s estilizada es la para´bola.
7. Tienen un ve´rtice, punto donde la funcio´n alcanza un mı´nimo (a >0) o un
ma´ximo(a<0).
8. Tiene un eje de simetr´ıa que es la recta vertical que pasa por el ve´rtice.
9. Si a >0, la funcio´n es creciente para valores de x a la derecha del ve´rtice y
decreciente para valores a la izquierda del ve´rtice.
10. Si a <0, la funcio´n es creciente para valores de x a la izquierda del ve´rtice y
decreciente para valores a la derecha del ve´rtice.
11. Si a >0 es convexa y si a <0 es co´ncava.
Para nuestro caso se tiene que f(x) = x2 + 0 + 0
Ejercicio: teniendo en cuenta la situacio´n anterior interprete la siguiente
ecuacio´n, y construya un ana´lisis que permita establecer las caracter´ısticas presentes
en ella: f(x) = x3 para x > 0
Segu´n lo estudiando anteriormente se espera que el estudiantes desde la
visualizacio´n de la ecuacio´n interprete a f como la funcio´n de trasformacio´n de la variable
x en su cubo, donde x corresponde al nu´mero de estudiantes presentes en la fila de la
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tienda escolar. tambie´n debe estar en condiciones de construir la curva correspondiente
cuando x recorre todos los reales:
Adema´s debe concluir que cada estudiante en la fila de la tienda escolar le
permite el ingreso a n2−1 estudiantes, lo cual aumenta su tiempo de espera reduciendo









A continuacio´n se describen las diferentes etapas por las que pasa el estudiante
para ir del nivel operacional al estructural.
1. Inicialmente el estudiante relaciona los elementos de dos conjuntos en diagramas
sagitales, desarrollando procesos operacionales.
2. Luego vinvula la definicio´n del concepto de funcio´n a partir de una ecuacio´n con la
asignacio´n de cada uno de los elementos del conjunto A en el conjunto B y desde
la visualizacio´n de los mismos establece algunas de las condiciones presentes en
una funcio´n haciendo uso de diagramas sagitales, alcanzando un nivel estructural.
3. Hallar el valor de f(x) cuando x toma un determinado valor y ubicar una serie de
puntos sobre el plano de coordenadas describen procesos operacionales, cuando se
traza la curva que describe la situacio´n teniendo en cuenta que x recorre todos los
reales el estudiante puede interpretar el significado de cada punto sobre el plano
y por lo tanto pasa a un nivel estructural.
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4. Finalmente se le pide resolver un ejercicio en el cual debe utilizar toda la
informacio´n anterior, para lograr el objetivo es necesario haber comprendido cada




Como resultado del trabajo de recoleccio´n, clasificacio´n y ana´lisis de resultados
de la caracterzacio´n de niveles de comprensio´n del concepto de funcio´n en los estudiantes
de grados noveno y once de los colegios pu´blicos de La Virginia, se han logrado establecer
las siguientes conclusiones:
• Los docentes del Muncipio de La Virginia reconocen y ensen˜an el concepto de funcio´n
a partir de grado noveno como una relacio´n entre dos conjuntos, pero no establecen
relaciones secuenciales entre los diferentes contenidos vinculados con el tema y pocas
veces lo utilizan como herramienta de solucio´n en situaciones del entorno.
• Los estudiantes de los grados noveno y once de los colegios del Municipio de La
Virginia reconocen una funcio´n como una relacio´n entre dos conjuntos representados
en diagramas sagitales, pero no utilizan el concepto en la solucio´n y ana´lisis de
situaciones problema y pocas veces relacionan una curva sobre el plano con la teor´ıa
mencionada.
• El bajo nivel operacional que presentan los estudiantes dificulta la interpretacio´n y
el ana´lisis real de situaciones problema, no cuentan con las herramientas ba´sicas,
que les permitan construir un desarrollo coherente y fundamentado, por lo tanto a
los estudiantes de grado noveno y once de los colegios pu´blicos del Municipio de La
Virginia se les dificulta comprender el concepto de funcio´n, ya que no han alcanzado
au´n el nivel operacional.
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• En cuanto al nivel estructural se evidencia la poca capacidad que poseen los
estudiantes de grado noveno y once de los colegios del Muncipio objeto de estudio
para modelar situaciones problema.
• Los estudiantes de grado once no han comprendido el concepto de funcio´n como un
proceso de transformacio´n que permite la modelacio´n de diferentes situaciones del
entorno, por lo tanto al ingresar a los primeros semestres de Ingenier´ıa, Tenolog´ıa,
Licenciatura, entre otras, carreras que ofrece la Universidad Tenolo´gica de Pereira se
les dificulta el aprendizaje de la asignatura Matema´tica I, donde el tema funcio´n es
considerado base fundamental para el desarrollo de los diferentes contenidos, pues no
poseen el nivel de abstraccio´n que se requiere para el desarrollo de esta asignatura.
• Los estudiantes de grado once no cuentan con conocimientos previos apropiados en el
a´rea de matema´ticas para asimilar la nueva informacio´n que reciben en los primeros
semestres de los programas que ofrece la Universidad Tecnolo´gica de Pereira.
• Los esta´ndares del MEN y las metas propuestas en los proyectos educativos
instituciones PEI, no corresponden a los logros reales alcanzados por los estudiantes
al finalizar el ciclo de secundaria.
Cap´ıtulo 5
Recomendaciones
• Capacitar a docentes de las diferentes instituciones educativas sobre el enfoque
constructivista del modelo Anna Sfard, con el fin de que empiecen a desarrollar planes
de estudio o de aula a partir del contexto para promover aprendizajes significativos
en sus estudiantes.
• Continuar el trabajo profundizando en el desarrollo del concepto de funcio´n, para
presentar las caracter´ısticas que fundamentan la teor´ıa de forma pra´ctica, secuencial
y aplicada, generando en el estudiante la capacidad de interpretar los resultados
obtenidos en los diferentes procesos relacionados con el tema.
• Que se sigan haciendo este tipo de investigaciones para contribuir con la capacitacio´n
docente, pilar fundamental en el mejoramiento de la calidad de la educacio´n.
• Motivar a los docentes para que el enfoque en la ensen˜anza del concepto de funcio´n
se centre en resaltar su importancio´n en la solucio´n de diversas situaciones problema
y no tanto en el desarrollo de algoritmos repetitivos.
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El cuestionario aplicado a los estudiantes de los grados noveno y once consta de
siete preguntas, que buscaban medir el grado de conocimiento de las representaciones
de una funcio´n. Las preguntas tres, cuatro y cinco se refieren al nivel operacional y la
uno, dos, seis y siete al estructural.
A continuacio´n se presentan los resultados del cuestionario aplicado a los
estudiantes de grado noveno y once, donde el valor 1 representa un acierto en la seleccio´n
de la respuesta y 0 corresponde a un error en la eleccio´n de una de las opciones. Las
preguntas se presentan como: 1a, 1b, 1c, 1d, 2a, 2b, 2c, 2d, 2e, 3a, 3b, 3c, 3d, 4a, 4b,
4c, 4d, 5a, 5b, 6a, 6b y 7a, cada una hace referencia a una pregunta y a varias opciones
de respuesta. Se enumeraron cada una de las respuestas de los alumnos para visualizar
el taman˜o de la muestra, 55 y 52 alumnos de grado noveno y once, respectivamente.
No. 1a 1b 1c 1d 2a 2b 2c 2d 2e 3a 3b 3c 3d
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
2 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1
3 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
4 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
5 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1
6 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
7 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
8 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
9 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
10 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
11 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
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No. 1a 1b 1c 1d 2a 2b 2c 2d 2e 3a 3b 3c 3d
12 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
13 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
14 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
15 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
16 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
17 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
18 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
19 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
20 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
21 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
22 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
23 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
24 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
25 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
26 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
27 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
28 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
29 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
30 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
31 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
32 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
33 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
34 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
35 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
36 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
37 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
38 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
39 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
40 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
41 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
42 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
43 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
44 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
45 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
46 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
47 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
48 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
49 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
50 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
51 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
52 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
53 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
54 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
55 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
Total 21 14 10 9 20 11 18 4 1 13 26 4 10
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En las dos pa´ginas siguientes aparece el valor obtenido en las preguntas 4a, 4b,
4c, 4d, 5a, 5b, 6a, 7a y 7b para cada uno de los 55 alumnos que conforman la muestra
de los grados noveno de los colegios pu´blicos del municipio de La Virginia.
No. 4a 4b 4c 4d 5a 5b 6a 7a 7b
1 0 0 1 0 1 1 1 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 1 0 0 0 0 0 0
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 1 0 0 0 0 0
6 0 1 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 1 0 0 0 0 0
8 0 0 1 0 0 0 0 0 0
9 0 1 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 0 0 1 0 0 0 0 0 0
12 1 0 0 0 0 0 0 0 0
13 0 0 1 0 0 0 0 0 0
14 0 1 0 0 0 0 0 0 0
15 0 0 1 0 0 0 0 0 0
16 0 0 1 0 0 0 0 0 0
17 0 0 1 0 0 0 0 0
18 0 0 1 0 0 0 0 0 0
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20 1 0 0 0 0 0 0 0 0
21 1 0 0 0 0 0 0 0 0
22 1 0 0 0 0 0 0 0 0
23 0 0 0 1 0 0 0 0 0
24 1 0 0 0 0 0 0 0 0
25 0 1 0 0 0 0 0 0 0
26 0 0 1 0 0 0 0 0 0
27 0 0 0 1 0 0 0 0 0
28 0 0 1 0 0 0 0 0 0
29 1 0 0 0 0 0 0 0 0
30 0 1 0 0 0 0 0 0 0
31 0 1 0 0 0 0 0 0 0
32 0 1 0 0 0 0 0 0 0
33 0 1 0 0 0 0 0 0 0
34 0 0 1 0 0 0 0 0 0
35 0 1 0 0 0 0 0 0 0
36 0 1 0 0 0 0 0 0 0
37 0 0 0 1 0 0 0 0 0
38 0 1 0 0 0 0 0 0 0
39 1 0 0 0 0 0 0 0 0
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No. 4a 4b 4c 4d 5a 5b 6a 7a 7b
40 0 1 0 0 0 0 0 0 0
41 0 0 0 1 0 0 0 0 0
42 0 1 0 0 0 0 0 0 0
43 1 0 0 0 0 0 0 0 0
44 0 0 0 1 0 0 0 0 0
45 1 0 0 0 0 0 0 0 0
46 1 0 0 0 0 0 0 0 0
47 0 0 0 1 0 0 0 0 0
48 1 0 0 1 0 0 0 0 0
49 0 1 0 0 0 0 0 0 0
50 0 1 0 0 0 0 0 0 0
51 0 0 0 0 0 0 0 0 0
52 1 0 0 0 0 0 0 0 0
53 0 1 0 0 0 0 0 0 0
54 0 0 1 0 0 0 0 0 0
55 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Total 13 17 14 9 1 1 1 0 0
A.2. Grado once
De forma similar los resultados obtenidos en el cuestionario por los estudiantes
de grado once fueron tabulados, teniendo en cuenta la nota alcanzada por cada uno de
ellos a cada pregunta, donde el valor 1 corresponde a la marcacio´n de una respueta
correctamente, mientras que 0 se refiere a una respuesta incorrecta y la columna
correspondiente a No representa a cada de los 52 estudiantes de grado once seleccionados
en la muestra uno de los jo´venes.
A continuacio´n se presentan los datos correspondientes a nota obtenida por cada
estudiante:
No. 1a 1b 1c 1d 2a 2b 2c 2d 2e 3a 3b 3c 3d
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
2 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
3 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
5 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
6 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
7 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
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No. 1a 1b 1c 1d 2a 2b 2c 2d 2e 3a 3b 3c 3d
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
10 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
11 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
12 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
13 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
14 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
15 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
16 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
17 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
18 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
19 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
20 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
21 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
22 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
23 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
24 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
25 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
26 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
27 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
28 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
29 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
30 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
31 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
32 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
33 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
34 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
35 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
36 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
37 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
38 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
39 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
40 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
41 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
42 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
43 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
44 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
45 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
46 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
47 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
48 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
49 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
51 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
52 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
Total 36 6 6 4 21 16 8 3 4 9 31 5 4
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A continuacio´n aparecen las preguntas 4a, 4b, 4c, 4d, 5a, 5b, 6a, 7a y 7b.
No. 4a 4b 4c 4d 5a 5b 6a 7a 7b
1 1 0 0 0 1 1 1 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 0 0 1 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 1 0 0 0 0 0 0
9 1 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 1 0 0 0 0 0 0 0
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 0 1 0 0 0 0 0 0 0
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14 0 0 1 0 0 0 0 0 0
15 0 0 1 0 0 0 0 0 0
16 0 0 1 0 0 0 0 0 0
17 0 0 1 0 0 0 0 0
18 0 0 1 0 0 0 0 0 0
19 0 0 1 0 0 0 0 0 0
20 0 1 0 0 0 0 0 0 0
21 0 1 0 0 0 0 0 0 0
22 0 0 1 0 0 0 0 0 0
23 0 0 1 0 0 0 0 0 0
24 0 0 0 1 0 0 0 0 0
25 0 0 1 0 0 0 0 0 0
26 0 0 1 0 0 0 0 0 0
27 0 0 1 0 0 0 0 0 0
28 0 1 0 0 0 0 0 0 0
29 0 0 0 0 0 0 0 0 0
30 0 0 1 0 0 0 0 0 0
31 1 0 0 0 0 0 0 0 0
32 0 0 0 1 0 0 0 0 0
33 0 0 0 1 0 0 0 0 0
34 0 0 1 0 0 0 0 0 0
35 0 0 0 0 0 0 0 0 0
36 0 0 1 0 0 0 0 0 0
37 1 0 0 0 0 0 0 0 0
38 0 0 1 0 0 0 0 0 0
39 0 0 1 0 0 0 0 0 0
40 0 0 1 0 0 0 0 0 0
41 0 0 1 0 0 0 0 0 0
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No. 4a 4b 4c 4d 5a 5b 6a 7a 7b
42 0 1 0 0 0 0 0 0 0
43 0 0 0 1 0 0 0 0 0
44 0 0 1 0 0 0 0 0 0
45 0 1 0 0 0 0 0 0 0
46 0 0 1 0 0 0 0 0 0
47 0 0 1 0 0 0 0 0 0
48 1 0 0 0 0 0 0 0 0
49 1 0 0 0 0 0 0 0 0
50 0 1 0 0 0 0 0 0 0
51 1 0 0 0 0 0 0 0 0
52 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Total 9 11 23 5 0 0 1 0 0
Ape´ndice B
Cuestionario para docentes
El cuestionario que presentaron los docentes se presenta a continuacio´n:
1. ¿Desde que´ grado empieza a dictar el concepto de funcio´n?
2. ¿Considera que la institucio´n cuenta con los recursos necesarios para impartir el
concepto? ¿por que´?
3. ¿Que´ definiciones de funcio´n conoce?
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4. ¿Que´ dificultades se le han presentando cuando dicta el tema?
5. ¿Que´ metodolog´ıa utiliza para dictar el tema?
6. ¿Cua´l es su opinio´n con respecto a?
6.1 ¿En que´ sentido una funcio´n es una relacio´n?
6.2 Toda funcio´n es una transformacio´n? Explique.
7. ¿Identifica algunas funciones en el proceso de retiro de dinero en un cajero
automa´tico? ¿cua´les?
Ape´ndice C
Resultado de la encuesta aplicada a
los docentes
La encuesta esta conformada por siete preguntas abiertas relacionadas con el
concepto de funcio´n, con las que se pretend´ıa establecer el grado de escolaridad en el
cual los docentes inician la ensen˜anza del tema, el enfoque que le dan al mismo y las
dificultades presentes en el proceso de aprendizaje.
1. ¿Desde que´ grado empieza a dictar el concepto de funcio´n?
2. ¿Considera que la institucio´n cuenta con los recursos necesarios para impartir el
concepto? ¿por que´?
3. ¿Que´ definiciones de funcio´n conoce?
4. ¿Que´ dificultades se le han presentando cuando dicta el tema?
5. ¿Que´ metodolog´ıa utiliza para dictar el tema?
6. ¿Cua´l es su opinio´n con respecto a:?
a) ¿En que´ sentido una funcio´n es una relacio´n?
b) ¿Toda funcio´n es una transformacio´n? Explique.




Las respuestas entregadas aparecen en las siguientes tablas:
COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez Desde grado octavo
La virginia Desde grado sexto
La Virginia Desde grado noveno
Bernardo Arias Desde grado noveno
Bernardo Arias Desde grado sexto
Gabriela Mistral Desde grado noveno
Gabriela Mistral Desde grado noveno
Gabriela Mistral Desde grado noveno
La Presentacio´n Desde grado noveno
Tabla C.1. Pregunta Nu´mero 1
COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez
Si porque en el medio existen elementos
para hacer relaciones
La virginia
Si porque lo ma´s importante para entender
el concepto es la imaginacio´n
La Virginia Si existen elementos dida´cticos para ello
Bernardo Arias El aula virtual es una herramienta valiosa
Bernardo Arias
Generalmente el concepto es magistral, es
decir se utiliza so´lo el tablero
Gabriela Mistral
Si, creatividad del docente,
correspondencia entre elementos del
ambiente
Gabriela Mistral
En un 70 % ya que la forma de invertir es
muy regular
Gabriela Mistral Si, creatividad del docente
La Presentacio´n
Si se cuenta con libros actualizados,
internet, sala de audiovisuales
Tabla C.2. Pregunta Nu´mero 2
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COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez Relacio´n, funciones reales
La virginia Inyectiva, biyectiva, afin, inversa
La Virginia




Si, a cada elemento de A le corresponde
uno y solo un elemento de B
Bernardo Arias
Relacio´n que cumple determinada
restriccio´n en su dominio
Gabriela Mistral
geometrica, analitica, gra´fica, la aplicada a
una accion del diario vivir
Gabriela Mistral
Como relacio´n o correspondencia entre
variables, como pareja ordenada, gra´ficas
Gabriela Mistral Como relacio´n
La Presentacio´n
Inyectiva, biyectiva, radica, exponencias,
polinomica, sobreyectiva
Tabla C.3. Pregunta Nu´mero 3
COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez
Falta de comprensio´n por parte de los
estudiantes
La virginia
Explicar el concepto teo´ricamente y no
tener como demostrarlo f´ısicamente
La Virginia Ninguno
Bernardo Arias El aula virtual es una herramienta valiosa
Bernardo Arias
Los estudiantes no tienen claridad en par
ordenado
Gabriela Mistral Falta de intere´s del estudiante
Gabriela Mistral
Manejo de ecuaciones y del plano
cartesiano
Gabriela Mistral Falta de intere´s del estudiante
La Presentacio´n
Los alumnos tienen dificultad en el
concepto dominio, rango, per´ıodo




Me´todo inductivo, correlacio´n, ejemplos
simples y cotidianos
La virginia Dibujos, teor´ıa, ejemplos nume´ricos
La Virginia
Diagno´stico, desarrollo del tema,
evaluacio´n y aplicacio´n
Bernardo Arias
Trabajar con papel mil´ımetrado, trabajos
grupales
Bernardo Arias
Generalmente mediante la realizacio´n de
gra´ficas, talleres
Gabriela Mistral
Activa, construyendo conocimiento a
partir de la idea de cojunto
Gabriela Mistral
Constructivismo dirigido y orientado por el
docente
Gabriela Mistral
Definicio´n del concepto y pra´ctica, ejercicio
y talleres
La Presentacio´n No respondio´
Tabla C.5. Pregunta Nu´mero 5
COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez
Elementos del conjunto de llegada tienen
uno y so´lo uno en el conjunto de partida
La virginia
Si se dice que algo es funcio´n, como mı´nimo
existe una relacion entre dos conjuntos
La Virginia
Cuando puedo establecer una relacio´n
entre los elementos que intervienen
Bernardo Arias
Toda funcio´n es una relacio´n, pero no toda
relacion es una funcio´n
Bernardo Arias
Cuando todos los elementos del dominio
tiene una sola imagen
Gabriela Mistral Correspondencia entre elementos
Gabriela Mistral
Cuando hay una dependencia entre
variables, ejemplo: tiempo, espacio
Gabriela Mistral Un valor depende del valor de la variable
La Presentacio´n No respondio´





No, ya que relaciones lineales uno a uno no
presentan transformaciones
La Virginia
Si, siempre y cuando se logre establecer la
transformacio´n
Bernardo Arias No respondio´
Bernardo Arias No respondio´
Gabriela Mistral
Puedo por medio de una formula
trasnformar los elementos
Gabriela Mistral No respondio´
Gabriela Mistral No respondio´
La Presentacio´n No respondio´
Tabla C.7. Pregunta Nu´mero 6.2
COLEGIO RESPUESTA
Alfonso Lo´pez Funcio´n uno a uno, funcion sobreyectiva
La virginia No
La Virginia
Una funcio´n lineal, retiro de dinero y el
cobro que la entidad realiza
Bernardo Arias Funcion lineal, funcion inyectiva
Bernardo Arias Al digitar la clave que es u´nica
Gabriela Mistral
El ingreso de la clave, dinero requerido,
obtener dinero
Gabriela Mistral
Relacio´n uno a uno, solicito, me entrega,
funcion biyectiva
Gabriela Mistral
Cantidad de dinero que puedo retirar saldo
de mi cuenta
La Presentacio´n No respondio´
Tabla C.8. Pregunta Nu´mero 7
Ape´ndice D
Cuestionario para estudiantes
D.1. Cuestionario para grado noveno y once
El cuestionario aplicado en ambos niveles contaba con la siguiente estructura:
Encierre en un c´ırculo la respuesta que considere correcta


































































¿Cua´les de las siguientes relaciones, establecen una funcio´n de A en B? ¿por que´?
a) R = {(3, 9), (5, 25), (7, 49), (3, 121), (13, 169), (17, 289), (19, 49), (23, 529}
b) R = {(3, 9), (5, 25), (7, 49), (11, 121), (13, 169), (17, 289), (19, 169), (23, 529}
c) R = {(3, 9), (5, 25), (7, 49), (11, 9), (13, 25), (17, 49), (19, 9), (23, 25}
Anexos 83
d) R = {(3, 9), (5, 25), (7, 49), (11, 121), (11, 169), (7, 289), (19, 529), (23, 9)}
4. ¿Cua´l de las siguientes tablas corresponde a la funcio´n definida por y = 5x2 +
3x− 4.
a)
x −3 −2 −1 0 1 2 3 4
y 32 21 −4 8 11 3 21 88
b)
x −3 −2 −1 0 1 2 3 4
y 16 −2 5 10 32 12 8 11
c)
x −3 −2 −1 0 1 2 3 4
y 32 10 −2 −4 4 22 32 88
d)
x −3 −2 −1 0 1 2 3 4
y −4 17 5 −4 −2 12 88 21
5. Exprese en forma de funcio´n las siguientes expresiones verbales:
a) Una funcio´n que asocia a un nu´mero su doble ma´s tres.
b) Una funcio´n que asocia a un nu´mero su cubo menos 2.
a.
b.
6. ¿Identifique alguna funcio´n en la lista de precios de la tienda escolar? ¿Cua´l?
7. Establezca dos funciones entre el nu´mero de estudiantes del salo´n de clases y el
conjunto de los nu´meros naturales.
Ape´ndice E
Poblacio´n estudiantil
En la siguiente tabla se presenta la cantidad de estudiantes por Institucio´n
Educativa donde los grados de 0 a 11 representan los Niveles de Media y Secundaria
para estudiantes que se encuentran en el rango de edad establecida por el MEN y los
niveles del 21 al 26 hacen referencia a los ciclos programados para adultos, el u´ltimo
nivel 99 representa el programa de aceleracio´n del aprendizaje.
MARTRI´CULA INSTITUCIONES Y SEDES EDUCATIVAS LA VIRGINIA RDA
MATRI´CULA CORTE 31 DE MARZO DE 2009
FUENTE ANEXA 6A (SIMAT GRADO
MUN CO´DIGO INSTITUCIO´N SEDE 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 21 22 23 24 25 26 99
LA VIRGINIA ALFONSO LO´PEZ Alfonso Lo´pez 53 82 72 90 44 49 135 86 98 80 60 43
LA VIRGINIA ALFONSO LO´PEZ Pio XII 40 72 88 45 44 46 26
LA VIRGINIA TOTAL ALFONSO LO´PEZ 93 154 160 135 86 95 135 86 98 80 60 43 26
LA VIRGINIA BERNARDO ARIAS T. Antonio Ricaurte 30 65 62 71 52 71
LA VIRGINIA BERNARDO ARIAS T. Bernardo Arias T. 176 197 155 179 155 203 128 55 116 213 229 2
LA VIRGINIA BERNARDO ARIAS T. La Ensen˜anza 40 50 64 54 54 48 18
LA VIRGINIA BERNARDO ARIAS T. Mnuelita Saenz 24 30 73 35 41 31
LA VIRGINIA BERNARDO ARIAS T. Simo´n Bolivar 22 26 25 25
LA VIRGINIA TOTAL BERNARDO ARIAS T. 116 171 199 160 172 175 176 197 155 179 155 203 128 55 116 213 229 2 18
LA VIRGINIA CENT EDUC BTO RURAL Cent Educ Bto Rural 18 29 21 21 25 18
LA VIRGINIA TOTAL CENT EDUC BTO RURAL 18 29 21 21 25 18
LA VIRGINIA COL. LA PRESENTACIO´N Col La Presentacio´n 57 63 73 79 69 54 76 83 76 63 60 70
LA VIRGINIA TOTAL COL. LA PRESENTACIO´N 57 63 73 79 69 54 76 83 76 63 60 70
LA VIRGINIA INST EDUC LA VIRGINIA Inst Educ La Virginia 77 63 63 51 33 35
LA VIRGINIA INST EDUC LA VIRGINIA Los Libertadores 45 77 68 57 40 48 25
LA VIRGINIA INST EDUC LA VIRGINIA San Miguel de las Palmas 4 2 11 6 13 1
LA VIRGINIA INST EDUC LA VIRGINIA Sant´ısima Trinidad 5 4 3 5 2
LA VIRGINIA TOTAL INST EDUC LA VIRGINIA 54 82 83 68 55 49 77 63 63 51 33 35 25
LA VIRGINIA LIC GABRIELA MISTRAL General Sanatander 63 139 110 86 83 66
LA VIRGINIA LIC GABRIELA MISTRAL La Salle 101
LA VIRGINIA LIC GABRIELA MISTRAL Lic Gabriela Mistral 90 147 128 127 116 225 224 210 156 136 149
LA VIRGINIA TOTAL LIC GABRIELA MISTRAL 164 229 257 214 210 182 225 224 210 156 136 149
TOTAL LA VIRGINIA 484 699 772 656 594 555 707 682 623 550 469 518 153 55 116 213 229 2 44
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Ape´ndice F
Certificado de la Maestria en
Ensen˜anza de la Matema´tica
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